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A L E X A N D E R S .  Y E S S E N I N - V O L P I N
C H R I S T E R H E N N I X
B E WA R E O F T H E G Ö D E L - W E T T E P A R A D O X !
P A R T I
( P r e l i m i n a r y  Ve r s i o n )
A B S T R A C T .
T h i s  p a p e r  g i v e s  a  c o u n t e r - ex a m p l e  t o  t h e  i m p o s s i b i l i t y,  b y  G ö d e l ’s  s e c o n d
i n co m p l et e n e s s  t h e o r e m ,  o f  p r o v i n g  a  f o r m u l a  e x p r e s s i n g  t h e c o n s i s t e n c y  o f
a r i t h m e t i c  i n  a  f r a g m en t  o f  a r i t h m e t i c  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  la t t e r  b e
c o n s i s t e n t .  T h i s  c o u n t e r- e x a m p l e  g i v e s  r i s e  t o  a  n e w  t y p e  o f  m e t a m a t h e m a -
t i c a l  p a r a d o x ,  t o  b e  c a l l e d  t h e  G ö d e l - We t t e p a r a d o x ,  w h i ch  E .  We t t e  c l a i m s
t o  h a v e  e s t a b l i s h e d  s i n c e  s o m e  t i m e  a g o  ( s e e  [ W E T T E ,  1 9 7 1 ] ,  [ W E T T E ,
1 9 7 4 ] ) .  N e v e r t h e l e s s ,  o u r  w o r k  i s  in d e p e n d e n t  o f  We t t e ’ s  s i n c e  w e  h a v e  f a i -
l e d  t o  u n d e r s t a n d  t h e  d e t a il s  o f  h i s  w o r k  a l t h o u g h  w e  r e c o g n i ze  t h e  p o s s i -
b i l i t y  o f  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  l a t t e r.  F u r t h e r m o r e ,  th e  G ö d e l - We t t e  p a r a -
d o x  i s  n o t  t h e  o n l y  f o u n d a t i o n a l  a n o m a l y  w h i c h  t h e  f r a m e w o r k  o f  o u r
a p p r o a c h  h a s  u n c o v e r e d  b u t  n e w  q u e s t io n s  c o n c e r n i n g  t h e  d ec i s i o n  p r o b l e m ,
c o m p l e t e n e s s  p r o b l e m ,  t r u t h  d e f i n i t i o n s  a n d  t h e  s t a t u s  o f  R i c h a r d ’s  p a r a d o x
i n  a r i t h m e t i c  a n d  s e t  t h e o r y  ( in c l u d i n g  t y p e  t h e o r y )  h a v e  a r i s e d  a s  w e l l .
T h i s  w o r k  w i l l ,  e v e n t u a l l y,  b e  u n i f i e d  i n t o  a  s i n g l e  m o n o g r a p h .
A c k n o w l e d g e m e n t .  T h i s  w o r k  w a s  s u p p o r t e d  b y  a  g r a n t  t o  t h e  s e c o n d  a u t -
h o r  f r o m  t h e  C l a y  M a t h e m a t i c s  I n s t i t u t e ,  Ca m b r i g e ,  M A ,  U S A ,  w h i c h  i s
h e r e b y  g r a t e f u l l y  a c k n o w l e g e d .
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P r e f a c e.  
A . I n  t h e  f i e l d  o f  t h e  f o u n d a t i o n s  o f  m a t h em a t i c s  t h e r e  h a s  e v o l v e d ,  s i n c e
1 9 3 1 ,  th e  w i d e s p r e ad  c o n v i c t i o n  t h a t  a n y  c o n s i s t e n t  a n d  ‘ s u f f i c i e n t l y  r i c h
a n d  s m o o t h ’  f o r m a l  s y s t e m ,  S ,  i s  u n a v o i d a b l y  i n c o m p l e t e  —  s o  t h a t a t  l e a s t
o n e  c l o s e d  f o r m u l a  ( o r  ‘ s e n t e n c e ’ ) ,  F,  i n  t h e  l a n g u a g e ,  L S ,  o f  S  i s  ‘ t r u e ’
b u t  n o t  S - p r o v a b l e  a n d ,  f u r t h e r m o r e ,  t h a t  o n e  s u c h  f o r m u l a  i s  C o n S ,  i . e .
a / t h e  f o r m u l a  e x p r e s s i n g ,  i n  L S ,  t h e  c o n s i s t e n c y o f  th e  s y s t e m  S .
S t a t e m e n t s  o f  t h i s  s o r t  b e l o n g  t o  t h e  m e t a t h e o r y,  M S ,  o f  S ,  w h i c h  w a s ,
s i n c e  [ G Ö D E L ,  1 9 3 1 ] ,  ‘ a r i t h m e t i c i z e d ’ ,  i . e .  i m b e d d e d ,  o n  t h e  b a s i s  o f  a n
e n u m e r a t i o n ( o r  ‘ N u m m e r z u o r d n u n g ’  i n  t h e  t e r m i n o l o g y  o f  [ H I L B E R T -
B E R N AY S ,  1 9 3 9 ] ) ,  E n S ,  i n t o  t h e  u s u a l  a r i t h m e t i c ,  A r,  s u c h  t h a t  e a c h  o b j e c t
E  i n  L S  b e c o m e s  ‘ r e p l a c e d ’  b y  a n  i n t e g e r  p E w h er e b y  t h e  s t u d y  o f  LS  a n d  S
i s  t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  a r i t h m e t i c  w h i c h  i s  ‘ c o n t a i n e d ’  i n  S  p r o v i d e d  t h e
l a t t e r  i s  ‘ s u f f i c i e n t l y  r i c h ’ .  T h e  p r o p e r i e s  a n d  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  o b j e c t s
E 1 ,  E 2 ,  …  a r e  t h u s  ‘ r e p l a c e d ’  b y  r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  i n t e g e r s  p E 1 , p E 2
, …   ( w h i c h  i n  t h i s  w o r k  s h a l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  ‘ E n S - n u m b e r s ’  o r  ‘ E n S - N ’s ’
o f  t h e s e  o b j e c t s )  a n d ,  t h u s ,  c a n  b e  s t u d i e d  i n  t e r m s  o f  a r i t h m e t i c a l  f u n c -
t i o n s .  A l t h o u g h  o t h e r w i s e  m o r e  o r  l e s s  a r b i t r a r y,  E n S i s  i n t r o d u c e d  in  a  w a y
w h i c h  m a k e s  t h i s  s t u d y  c o n v e n i e n t .  T h e  b a s i c  p r o p e r t i e s  o f  t h e  o b j e c t s  E  —
s u c h  a s  b e i n g  a  f o r m u l a i n  L S  o r  a  d e d u c t i o n  ( p r o o f )  i n  S  —  a r e  t h u s
‘ e x p r e s s e d ’  b y  p r i m i t i v e  r e c u r s i v e  ( p . r. )  p r e d i c a t e s  o r  b y  t h e  c h a r a c t e r i s t i c
p . r .  f u n c t i o n  s y m b o l s  w h i c h  ‘ E n S - r e p r e s e n t  ’  t h e s e  p r e d i c a t e s .
A s  t h e r e  i s  n o  ‘ c a n o n i c al ’  c h o i c e  o f  th e  e n u m e r a t io n  E n S f o r  a n y  f i x e d
s y s t e m  S ,  o n e  c a n  c o n s i d e r  s e v e r a l  s u c h  e n u m e r a t i o n s  E n 1S , E n
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S ,  …  a n d
i n t e r c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  t h e m .  N e v e r t h e l e s s ,  w h e n  o n e  s p e a k s  a b o u t
G ö d e l ’ s  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m s ,  ( s ) h e h a s  i n  m i n d  o n e  s p e c i f i c  E n S w h i c h
c a n  b e ,  i n  c a s e  o f  n ee d ,  e a s i l y  a d j u s t e d  t o  t h e  c u r r e n t  t a s k s .  T h e  m a i n
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r es u l t s ,  s t a r t i n g  w i t h  G ö d e l ’s  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m s ,  b e i n g  o n c e  p r o v e d
f o r ,  s a y,  E n1S ,  c o n t i n u e  t o  h o l d ,  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  ‘ s a m e ’  p r o o f s ,  f o r  E n
2
S .
I . e ,  d e t a i l s  o f  E n S ’s  r a r e l y  m a t t e r  a s  t h e  b a s i c  p r o p e r t y  o f  a n y  s u c h  e n u m e -
r at i o n  m u s t  c o n s i s t  i n  t h a t  w h e n  p E 1 =  p E 2 ,  t h e n  t h e  o b j e c t s  E 1 ,  E 2 m u s t
c o i n c i d e  ( i . e . ,  m u s t  b e  t h e  ‘ s a m e ’ ) .  T h e  i n v e r s e  ‘ m a p p i n g ’  i s  n o t  a l w a y s
s u p p o s e d  1 - 1 :  R o s s e r  ( [ R O S S E R ,  1 9 3 6 ] )  h a s  s h o w n  t h a t  E n S c a n  b e  a l l o w e d
t o  c o n t a i n  r e p e t i t i o n s ,  i . e . ,  a n  o b j e c t ,  E ,  c a n  b e  a l l o w e d  t o  h a v e  m o r e  t h a n
o n e  E n - N :  p 1 E ,  p
2
E ,  … ,  i n  w h i c h  c a s e  t h e  n o t a t i o n  p E r e q u i r e s  a d d i t i o n a l
s p e c i f i c a t i o n s :  s ay,  i t  m a y  s t a n d  f o r  t h e  l e a s t  o f   p 1 E ,  p
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E ,  …  —  t h o u g h  i t
i s  n o t  a l w a y s  e a s y,  o r  e v e n  p o s s i b l e ,  t o  i n d i c a t e  t h i s  ’ u n i q u e ’  i n t e g e r  f o r  a
g i v e n  o b j e c t  E .  ( W h e n  o n l y  a  s i n g l e  s y s t e m ,  S ,  i s  a t  i s s u e  t h e  s u b s c r i p t  S  i n
E n S ( E n S - N )  w i l l  o f t e n  b e  o m i t t e d ) .  I n  a d d i t i o n ,  i n  t h e  s a m e  w o r k  R o s s e r
a l s o  p r o v e d  t h a t  G ö d e l ’s  p r o o f s  a p p l y  t o  a n y  s u f f i c i e n t l y  r i c h  s y s t e m  S  i f
t h e  E n S - n u m b e r s  o f  a l l  S - p r o v a b l e  f o r m u l a e  f o r m  a  s e t  c o i n c i d i n g  w i t h  t h e
s e t  o f  a l l  v a l u e s  o f  a  p . r.  f u n c t i o n ;  t h i s  c o n d i t i o n  i s  a t  i s s u e  w h e n  S  i s  c o n -
s i d e r e d  a s  ‘ s u f f i c i e n l y  s m o o t h ’ .
A s  i s  w e l l  k n o w n ,  G ö d e l ’s  t h e o r e m s  s u r v i v e  R o s s e r ’s  g e n e r a l i z a t i o n .
G ö d e l ’ s  f i r s t  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  i s  d e d u c e d  f r o m  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a
f o r m u l a ,  G ,  w h i c h  e x p r e s s e s ,  v i a  E n S ,  t h a t  i t  i s  n o t  p r o v ab l e  i n  S  —  a n d ,
t h e r e f o r e ,  i f  i t  i s  p r o v a b l e ,  t h e n  i t  i s  f a l s e  a n d  a l s o  p r o v a b l e  w h i l e  i f  G  i s
n o t  p r o v a b l e  in  S  i t  i s  t r u e  a n d  n o t  p r o v a b l e .  I f  S  i s  c o n s i s t e n t  a n d  i t s  t h e -
o r e m s  a r e  t r u e  ( i . e . ,  S  i s  s o u n d ) ,  t h e n  o n l y  t h e  s e c o n d  p o s s i b i l i t y  c a n  t a k e
p l ac e  s o  t h a t  S  c o n t ai n s  a  t r u e  a n d  S - u n p r o v a b l e  f o r m u l a ,  G .  ( A s s u m i n g  t h e
w - c o n s i s t e n c y  o f  S ,  t h i s  t h e o r e m  c a n  b e  e x t e n d e d  a l s o  f o r  t h e  f o r m u l a  Ø G
—  t h e  n e g a t i o n  o f  G .  T h a t  i s ,  a l s o  Ø G  i s  n o t  p r o v a b l e  i n  S ) .  T h a t  i s  t h e
c o n t e n t  o f  t h e  f i r s t  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m .
G ö d e l ’ s  s e c o n d  i n c o mp l e t e n e s s  t h e o r e m  c o n s i s t s  i n  t h a t  t h e  p a r t i c u l a r
f o r m u l a ,  C o n S ,  w h i c h  i n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  w a y  e x p r e s s e s  ( a g a i n ,  v i a  E n S )
t h e c o n s i s t e n c y  o f  S ,  is  n o t S - p r o v a b l e  i f  S  i s  c o n s i s t e n t  ( i . e . ,  i f  C o n S i s
t r u e ) .  T h i s  t h e o r e m  i s  b a s e d  o n  a  f o r m a l  d e d u c t i o n  o f  G  f r o m  C o n S v i a  a  S -
p r o o f  o f  t h e  i m p l i c a t i o n
C o n S É  G
t h e  S - p r o v a b i l i t y  o f  w h i c h  e n t a i l s  t h e  S - p r o v a b i l i t y  o f  G  g i v e n  a p r o o f ,  i n
S ,  o f  C o n S .  S i n c e ,  b y  t h e  f i r s t  i n c o m p le t e n e s s  t h e o r e m , G  i s  n o t  p r o v a b l e i f
C o n S i s  t r u e , n e i t h e r  i s  C o n S. .
B . T h es e  a n d  o t h e r  t h e o r e m s  a r e  c l o s e l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  i n t u -
i t i v e  a r i t h m e t i c  f r o m  w h i c h  th e  v e r y  c o n c e p t  o f  ‘ i n t e g e r ’  i s  b o r r o w ed  a n d
a l s o  o n  t h e  w a y  o f  p r e s e n t a t i o n o f  i n t e g e r s  b y  ‘ n u m e r a l s ’  o r  o t h e r  f o r m a l
o b j e c t s  u s e d  f o r  r e p r e s e n t i n g  t h e  i n t e g e r s  i n  L S .  R o u g h l y  s p e a k i n g ,  t h i s
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w a y  m u s t  c o r r e s p o n d ,  i n  t h e  m e t a t h e o r y,  M S ,  o f  S ,  t o  t h e  w a y  u s e d  in  t h e
r ec u r s i v e  f u n c t i o n  t h e o r y  a n d  a l s o  i n  a r i t h m e t i c a l  c a l c u l a t i o n s  ( a s  t h e s e  a r e
d e a l t  w i t h  i n  t h a t  t h e o r y ) .
T h is  w a y  i s  i n  n o  w a y  u n i q u e .  I n  m a n y  w o r k s  t h e  ‘ n u m e r a l s ’  a r e  i n t r o -
d u c e d  a s  t h e  o b j e c t s
0 ,  0 9 , 0 9 9 ,  …  ,  0 9 9 …
n
9 ,  …  ,
w h e r e  n i n  t h e  s u p e r s c r i p t  o f  0 9 9…
n
9 in d i c at e s  t h e  n u m b e r,  n ,  o f  o c c u r r e n c e s
o f  t h e  s y m b o l  ‘ 9 ’  ( r e a d :  s t ro k e ) .  T h e  u s e  o f  t h e  s t r o k e - s y m b o l  i s  n o t  a l w a y s
c o n v e n i e n t  a n d  I  h a v e  c h o s e n  t o  r e p l a c e  i t  b y  t h e  ‘ s u c c e s s o r  f u n c t i o n  s y m -
b o l ’ ,  s u c ,  s o  t h at  t h e  n u m e r a l s  b ec o m e  t h e  ‘ t r a d i t i o n a l  f i g u r e s ’ :
0 ,  s u c ( 0 ) ,  s u c ( s u c ( 0 ) ) ,  …  ,  s u c n ( 0 ) ,  …  ,
w h e r e  t h e  s u p e r s c r i p t  n i s  t h e  m e t a t h e o r e t i c a l  n o t a t i o n  f o r  t h e  n u m b e r  o f
o c c u r r e n c e s  o f  t h e  s y m b o l  s u c .  T h u s ,  i n  te r m s  o f  M S ,  t h e  t r a d i t i o n a l  f i g u -
r es  b e c o m e d e n o t e d  b y
s u c 0 ( 0 ) ,  s u c 1 ( 0 ) ,  s u c 2 ( 0 ) ,  …  ,  s u c n ( 0 ) ,  …  ,
a n d ,  t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  o b j e c t s  i n  L S ,   t h e y  m u s t  b e  f u l l y  ‘ u n a b b r e v i a t e d ’ ,
i . e . ,  c o n t a i n  n e i t h e r  d o t s  n o r  s u p e r s c r i p t s  ( a n d  h a v e  t h e  ‘ l e n g t h ’  i n d i c a t e d ,
i n  M S ,  b y  t h e  s u p e r s c r i p t ;  t h e  w o r d s  ‘ E n S - N  o f  s u c h  f i g u r e ’  m a y  r e f e r,
s t r i c t l y  s p e a k i n g ,  o n l y  t o  t h e s e  v e r y  o b j e c t s  i n  L S  b u t  n o t  t o  t h e ir  n o t a t i o n s
i n  M S ) .
H o w e v e r ,  s t i l l  a n o t h e r  w a y  o f  p r e s e n t a t i o n s  o f  i n t e g e r s  d i s p e n c e s  w i t h
t h e u s e  o f  f u n c t i o n  s y m b o l s  a l t o g e t h e r  a n d  u s e s ,  i n s t e a d ,  t h e  ‘ n u m e r o i d s ’
0 ,  S u 0 ,  S u S u 0 ,  …  ,  S u n 0 ,  …  ,
w h i c h  a r e  c o n s i d e r e d  a s  i n d e c o m p o s a b l e o b j e c t s  ( n o n e  o f  w h i c h  i s  a  ‘ p a r t ’
o f  a n o t h e r  o n e ) .  T h e  s u p e r s c r i p t  n i s  t h e  m e t a t h e o r e t i c a l  n o t a t i o n  f o r  t h e
‘ l en g t h ’  o f  t h e  n u m e r o i d  w h i c h  c o n t a i n s  e x a c t l y  n o c c u r e n c e s  o f  t h e  ‘ p a r t i -
c l e  ’  S u  ( w h i c h  i s  n o t  c o n s i d e r e d  a s  a  f u n c t i o n  s y m b o l) .  T h e  s u p e r s c r ip t  n
—  i n  s u c n ( 0 )  a s  w e l l  a s  i n  S u n 0  —  m a y  b e  r e p l a c e d  b y  a n y  m e an i n g f u l  n o t a -
t i o n  o f  i n t e g e r  n i n  L S .  T h u s  t h e  n o t a t i o n s  s u c r ( 0 ) ,  S u r 0  a r i s e  f o r  a n y  t e r m
—  o r  t e r m o i d ,  a s  I  p r e f e r  t o  s a y  —  r  i n  L S  ( w h i c h ,  d e p e n d i n g  o n  S ,  m a y
a l s o  c o n t ai n  f r e e  v a r i a b l e s ) .  T h e  n u m e r o i d s ,  S u r 0 ,  c a n  a l s o  b e  d e n o t e d  b y
v [ r ]  o r,  w h e n  t h e  b r a c k e t s  a r e  s u p e r f l o u s ,  s i mp l y  b y  v r.  
T h e d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  t h e  t r a d i t i o n a l  f i g u r e s  a n d  n u m e r o i d s  i s  q u i t e
d e c i s i v e  b e c a u s e  t h e  c a l c u l a t i n g  p r o c e d u r e s  a n d  m o s t  a r i t h m e t i c a l  f o r m u l a e
d e a l  w i t h  t h e  f o r m e r,  n o t  t h e  l a t t e r.  I n  o r d e r  t o  o v e r c o m e  t h i s  d e f i c i e n cy  o f
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n u m e r o i d s ,  I  s u g g e s t  t o  i n t r o d u c e  i n  t h e  s y s t e m  S  t h e  ‘ n u m e r o i d a l  a x i o m s  ’
( f o r  n =  1 ,  2 ,  … )
s u - S u s u c n ( 0 )  =  S u n 0
S u - s u S u n 0  =  s u c n ( 0 )
( o f  c o u r s e ,  o n l y  o n e o f  t h e s e  t w o  a x i o m  s c h e m a t a s u f f i c e s ) .
N o w ,  t h e  u s e  o f  n u m e r o i d s  c a n  b e  a c c e p t e d  i n  c o n s t r u c t i o n s  o f  a r i t h m e -
t i c  i n  S .  I n  w h a t  f o l l o w s ,  t h e  A r a b i c  f i g u r e s
0 ,  1 ,  2 ,  …  ,
s h a l l  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  ( m e t a t h e o r e t i c a l  n o t a t i o n s  f o r )  n u m e r o i d s  ( t h e
l e n g t h  o f  w h i c h  t h e y  ‘ e x p r e s s ’ ) .
C a n  t h e  n o t a t i o n  r  w h i c h  d e n o t e s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  n u m e r o i d  S u r 0 ,  i n  L S ,
c o n t a i n  f r e e  v a r i a b l e s ?  I n  p a r t i cu l a r,  c a n  t h i s  r  b e  r e p l a c e d  b y  a  v a r i a b l e ,
p ,  f o r  w h i c h  a  s u b s t i t u t i o n  i s  p o s s i b l e  a n d  w h i c h  c a n  b e  q u a n t i f i e d  a s  a n y
o t h e r  v a r i a b l e ?
T h e a n s w e r  d e p e n d s  o n  t h e  s p e c i f ic  c h o i c e  o f  t h e  s y s t e m  S  o r  o n  i t s
i n tr o d u c t i o n .  I n  w h at  f o l lo w s ,  L S n a n d  S n s h al l  d e n o t e ,  r e s p e c t i v e l y,  t h e
l a n g u a g e  o f  t h e  s y s t e m  S  a n d  t h i s  s y s t e m  i t s e l f ,  b o t h  e x t e n d e d  b y  t h e  a ll o -
w a n c e  t o  a d m i t  t h e  u s e  o f  v a r i a b l e s  i n  n o t a t i o n s  o f  n u m e r o i d s  a n d  t r a d i ti o -
n a l f i g u r e s .  T h e  n u m e r o i d  v r  w i l l  b e  c a l le d  a  ‘ v a r i a b l e n u m e ro i d ’  w h e n  r
c o n t a i n s  a  f r e e  v a r i a b l e .
O r i g i n a l l y ,  a  s y s t e m  d e n o t e d  b y  S  a n d  c o n t ai n i n g  n u m e r o i d s  w i l l  b e  s u p -
p o s e d  t o  c o n t a i n  n o  v a r i a b l e  n u m e r o id  s o  t h a t  L S n ,  S n c a n  b e  c o n s i d e r e d ,  i n
M S ,  o n l y  a s  e x t e n s i o n s  o f  L S ,  S .  T h e n  i t  w i l l  b e  p o s s i b l e  t o  p r o v e  —  i n  M S
( t o  b e  a p p r o p i a t e l y  e x t e n d e d )  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  ( t h e  r e q u i r e d  p a r t s  o f )  S n
r e l a t i v e  t o  S .  T h e  r e q u i r e s  S n - a x i o m s  w i l l b e  e n u m er a b l e  a n d  t h e  G ö d el ’ -
R o s s e r  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m s  w i ll  b e  p r o v a b l e  f o r  S n a s  t h e y  a r e  p r o v a -
b l e  f o r  S .
B 1 . Ye t  a  t h i r d  w a y  o f  r e p r e s e n t i n g  i n t e g e r s  i n  L S  a r i s e s  w h e n  t h i s  l a n g -
u a g e  c o n t a i n s  0  a n d  1  ( o r  0  a n d  S u 0 )  w i t h  t h e i r  u s u a l  p r o p e r t i e s  a s s u m e d  i n
S .  L et  a l s o  +  w i t h  i t s  p r o p e r t i e s  b e  c o n t a i n e d  i n  L S ,  S :  t h e n  e a ch  p o s i t i v e
i n t e g e r ,  r ,  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  r - ar y  s u m
1 +  …r  + 1
—  o r,  i f  o n l y  t h e  b i n a r y  +  i s  i n c l u d ed  i n  L S ,  b y  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  s u c h
s u m ,  w h e n  r > 2 ,  w i t h  t h e  a i d  o f  p a r e n t h e s e s  w h i c h  c a n  a l s o  b e  o m i t t e d  o n
4
t h e b a s i s  o f  ‘ a s s o ci a t i o n - t o - t h e - l e f t ’ .  E v e n  m o r e  s i m p l y,  o n e  c a n  w r i t e  a  r -
a r y  s u m  a s
1 … 1
o r ,  i f  n e e d  b e ,  a s
1 …r  1 ,
w h e r e  r  i n d i c a t e s  t h e  n u m b e r  o f  o c c u r r e c e s  o f  t h e  s y m b o l  1  i n  1 … 1 .  I n
o r d e r  t o  a l s o  i n c l u d e  0  i n  t h i s  p r e s e n t a t i o n  o f  i n t e g e r s ,  l e t  t h e m  b e  m o d i f i -
e d  a s  
0 + 1 +  …r  + 1 ,
0 1 …r  1 ,
r e s p e c t i v e l y .  ( +  c a n  b e  o m i t t e d  o n l y  i n  i n f o r m a l  p a r t s  o f  t h is  t e x t ;  t h e  n o t a -
t i o n  1 …1 1  s h a l l  d e n o t e  1 ,  e t c . ) .
A r e  t h e s e n o t a ti o n s  w o r s e  t h a n  S u r 0 ?  Th e y  c a n  b e  a r i t h m e t i z e d ,  w i t h  t h e
a i d  o f  t h e  u n a r y  c o n s t a n t  f u n c t i o n  s y m b o l ,  s g ,  i n t r o d u c e d ,  i n  S ,  b y  t h e
a x i o m s
d e f
1
s g : s g ( 0 )  = 0,
d e f s g
2 
: " g ( s g ( s u c ( g ) )  =  1 )
a n d  o f  t h e  s t a n d a r d  s u m m a t i o n  s y m b o l , å ,  a s  t h e  s u m s  w h i c h  c a n  b e  d e n o t e d
b y
å
e =1
r   
s g ( e ) .
H o w e v e r ,  t h i s  n o t a t i o n  i s  n o t  a l w a y s  c o n v e n i e n t  b e c a u s e ,  i n  p a r t i c u l a r,
i t s  u s e  p r e s u p p o s e s  t h a t  t h e  v a r i a b l e  e d o e s  n o t  o c c u r  i n  r  f r e e l y,  a  c o n d i -
t i o n  w h i c h  m u s t  b e  s y s t e m a t i c a l l y  c h e c k e d  w h e n e v e r  t h i s  n o t a ti o n  i s  u s e d .
T h er e f o r e ,  I  s u g g e s t  to  r e p l a c e  t h e  u s e  o f  t h i s  n o t a t i o n  b y  t h e  u s e  o f  t h e
u n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l ,  s ,  i n t r o d u c e d ,  i n  S ,  b y  t h e  d e f i n i n g  a x i o m s
d e f
1
s : s ( 0 )  = 0,
d e f s
2
: " l ( s ( s u c ( l ) )  =  s u c ( s ( l ) )
w h i c h  p r o v i d e ,  i n  S ,  a  f o r m a l  p r o o f  o f  t h e  f o r m u l a
= s " l : " l ( l =  s ( l ) )
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( s e e      ;  t h i s  S - p r o o f  u s e s ,  a s  i t s  n o n - l o g i c a l  a x i o m s ,  o n l y  t h e  g i v e n  d ef i -
n i n g  ax i o m s  a n d  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  i n d u c t i o n  s c h e m a
C ( 0 )  &  " l C ( l )  É  C ( s u c ( l ) ) É  " l C ( l )
w i t h  t h e  f o r m u l a  l =  s ( l ) ,  o r  s ( l )  =  l ,  a s  i ts C ( l ) ;  t h e  c h o i c e  o f  t h e  b o u n d
v a r i a b l e  i n  t h e  a x i o m  s c h em a t a  a n d  d e f i n i n g  a x i o m s  m a y  n o w  b e  c o n s i d e r e d
i m m a t e r i a l . )  T h u s ,  i n  p a r t i c u l a r,  f o r  a n y  L S - t e r m o i d  r,  i n  i t s  o c c u r r e n c e ( s )
i n  s ( r ) ,  m a y  c o n t a i n  f r e e l y  a n y  v a r i a b l e  i n c l u d i n g  e ,  a n d  t h e  f o r m u l a  = s " l ,
a b o v e ,  w i l l  h a v e  a n  e a s y  S - p r o o f .  I f  r i s  a  c o n s t a n t  t e r m o i d ,  t h e n  i t s  v a lu e ,
v r ,  w i l l  b e  c o n s i d e r e d ,  i n  M S ,  a s  d e t e r m i n e d  ( t h o u g h  n o t  n e c e s s a r i l y  a s
c a l c u l a b l e ) .  T h e  f o r m u la  = s" l s h a l l  e n t a i l  i n  S  ( w i th  t h e  a i d  o f  t h e  s u b s t it u -
t i o n  o f  r f o r  l ) ,  t h e e q u a l i t y
= sr : r = s ( r )
w h o s e  r i g h t  s i d e  eq u a l s  t h e  r - a r y  s u m  d e n o t e d ,  i n  M S ,  b y  t h e  ‘ d o t - n u m e -
r o i d ’ 0 + 1 +  …r + 1  w i th  r o c c u r r e n c e s  o f  + 1 ’s  i n  i t s  r i g h t  s i d e .  I n  M S ,  o n e
c a n  u s e  t h e  r e c u r r e n t  p r o c e d u r e  w h i c h  p r o v i d e s  t h e  S - p r o o f s  o f  t h e  e q u a l i -
t i e s
= dns ( r ) : s ( r )  =  0 + 1 +  …r + 1
a n d  ( u s i n g  = sr )
= dnr : r =  0 + 1 +  …r + 1 .
T h e r i g h t  s i d e  o f  = dnr m u s t  e q u a l  v r ,  a s  w e l l  a s  s u c r ( 0 ) ;  t h e  S - p r o o f s  o f  t h e
e q u a l i t i e s  r e f e r r e d  t o  a s
0 + 1 +  …r + 1  =  v r ,  0 + 1 +  …r + 1  =  s u c r ( 0 )
c a n  a l s o  b e  o b t a in e d  w i t h  t h e  a i d  o f  a  r e c u r s i v e  p r o c e d u r e  u p  t o  ( t h e  v a l u e
o f )  o f  t h e  c o n s t a n t  t e r m o i d  r .  I n  t h i s  w a y,  a l s o  e a c h  o f  t h e  e q u a l i t i e s  c a n  b e
S - p r o v e d  e q u i v a l e n t t o  e ac h  o f  t h e  e q u a l i t i e s
= vr : r =  v r
= nr : r =  s u c r ( 0 )
c a n  b e  S - p r o v e d ,  f o r  e a c h  c o n s t a n t  t e r m o i d ,  r ,  i n  L S  r e g a r d l e s s  t o  w h e t h e r
o r  n o t  i t s  v a l u e  i s  c a l c u l a b l e  in  S .  W h i l e ,  f u l l y  u n ab b r e v i a t e d ,  t h e s e  f o r m u -
l a e  b e l o n g  t o  L S ;  t h i s  c o n c l u s i o n  i t s e l f ,  w i t h o u t  b e i n g  a  f o r m u l a  i n  LS ,  w i l l
b e  co n s i d e r e d  as  b e l o n g i n g  t o  M S .  F u r t e r m o r e ,  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e m e n t
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h o l d s  i n  M S :  w h e n  r i s  a  q u i t e  d e f i n i t e  ( c a l c u l a b l e  o r  n o t )  c o n s t a n t  t e r m o i d
i n  L S ,  t h e n  t h e  E n - N ,  p r ,  o f  r i s  d e f i n i te  a s  w e l l  a s  t h e  E n - N ,  p v r ,  o f  v r ,
a s  w e l l  a s  t h e  ( l e a s t )  E n - N ‘ s  o f  S - p r o o f s  o f  t h e  e q u a l i t i e s  = vr ,  = nr ;  t h e s e
E n - N ‘ s  a l l  d e p e n d  o n  b o t h  p r ,  r ,  a n d  a s  r i s  r e p l a c e d  b y  o t h e r  c o n s t a n t  t e r -
m o i d s ,  r1 ,  r2 ,  …  ri  ,  … ,  p r i w i l l  i n c r e a s e  w h e n  ( t h e  v a l u e  o f )  ri i n c r e s e s  a s
w i l l  t h e  E n - N ‘ s  o f  t h e  e q u a l i t i e s   = vr i ,  =
n
r an d  o f  t h e i r  m e n t i o n e d  S - p r o o f s .
T h e  a r i t h m e t i z a t i o n  o f  t h e  ‘ g r a m m a r y ’  o f  L S  w i l l  a ct u a l l y  r e q u i r e  a  c o n -
s i d e r a t i o n  o f  t e r m o i d s  a n d  t h ei r  v a l u e s  i n  g r e a t e r  g e n e r a l i t y  t h a n  s o  f a r
c o n s i d e r e d .  T h a t  i s  w h y  r i n  p v r a n d  = vr i s o me t i m e s  w i l l  b e  r e p l a c e d  b y
t e r m o i d  r  w h ic h  m a y  c o n t a i n  f r e e  v a r i a b l e s  s o  t h a t  t h e  c a s e  o f  t h e  v a r i a b l e
n u m e r o i d s  a r i s e s .  F o r  t h e  l at t e r  c a s e  t h e  f o r m u l a e
= vr : " . ( r  =  v r ) ,  i . e.  " . ( r  =  S u r 0 )
= nr : " . ( r  =  s u c r ( 0 ) )
—  w h e r e  " .  s t a n d s  f o r  a n y  c l o s u r e  s t r i n g  w h i c h  c o n t a i n s  e a c h  v ar i a b l e  f r e e
i n  r  —  m u s t  b e  c o n s i d e r e d ;  b u t  h o w  t o  d o  t h a t  w h e n  r  i n  S u r 0 ,  s u c r ( 0 ) d o e s
n o t  o c c u p y  a n  ar g u m e n t  p l a c e ?  T h e  e x t e n s i o n  S n o f  S  ( m e n t i o n e d  o n  p . x ,
a b o v e )  p r o v i d e s  a n  a n s w e r  t o  t h i s  p r o b l e m .
T h e  m e n t i o n e d  p r o o f  o f  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  S n  r e l a t i v e t o  S  h a s  t o  d e a l
w i t h  a n  a p p r o p i a t e t   r e v i s i o n  o f  L S  a n d  i t s  g r a m m a r y ;  t h i s  r e v i s i o n  w i l l  b e
d e s c r i b e d  i n  P a r t  I I  o f  t h i s  w o r k ,  i n  a  w a y  w h i c h  s u f f i c e s  f o r  t h e s u b s t a n t i -
a t i o n  o f  e a c h  p ar t i c u l a r  S n - p r o o f s .  F o r  a n y  u s e  o f  S n i n  t h e  c u r r e n t  P a r t  I  ,
t h i s  r e l a t i v e  c o n s i s te n c y  p r o o f  w i l l  c o n s i s t  ‘ es s e n t i a l l y ’  i n  t h e  s y s t e m a t i c
r e p l a c i n g s ,  t h r o u g h o u t  t h e  r e q u i r e d  S n - p r o o f s ,  o f  a l l  o c c u r r e n c e s  o f  S u r 0 ,
s u c r 0  b y  t h e  o c c u r r e n c e s  o f  s ( r ) , . f o r  e a c h  t e r m o i d  r,  i n  L S ,  a n d  o f  u s i n g ,  i n
c a s e  o f  n e e d ,  t h e  r e p l a c i n g s  b a s e d  o n  t h e  e q u a l i t i e s  = dns ( t ) w i t h  c o n s t a n t  t er -
m o i d  t .  T h i s  u s e  o f  t h e s e  r e p l a c i n g s  t r a n s f o r m s  e a c h  S n - p r o o f  i n t o  a  S -
p r o o f ,  w i t h  t h e  r o o t  m o d i f i ed  o n l y  b y  t h e r e p l a c i n g i n g s ,  s o  t h a t  i f  t h e  r o o t
i s  0  =  1  i t  r e m a i n s  u n c h a n g e d .
I n  S n  t h u s  s u b s t a n t i a t e d  ( w . r . t .  S )  t h e  a x i o m s  d e a l i n g  w i t h  s u b s t i t u t i o n
o f  t e r m o i d s  f o r  v a r i a b l e s  c a n  a l s o  b e  u s e d  w h e n  t h e  l a t t e r  h a v e  f r e e  o c c u r -
r e n c e s  v i a  v a r ia b l e s  i n  a  n u m e r o i d .  I n  p a r t i c u l a r,  ‘ t h e  l e a s t  n u m b e r  p r i n c i -
p l e ’  ( [KLEENE, 1952] §40, *149º.) c a n  b e  a p p l i e d  t o  v a r i a b l e  n u m e r o i d s ,  i . e .  t h e  cl o -
s u r e
" :  $ µ A ( µ ) .  É  $ b ( A ( b ) & " g ( g < b  É  Ø A ( g ) )
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o f  t h e  f o r m u la  * 1 4 9 º .  m a y  c o n t a i n  o c c u r r e n c e s   o f  t h e i r  v a r i a b l e s  µ ,  b ,  g v i a
o c c u r r e n c e s  o f  n u m e r o i d s  v i a  A ( µ ) ,  A ( b ) ,  A ( g ) .  
T h e e q u a l i t i e s  o f  t h e  s o r t  = vr w i l l  b e  u s e d  b e l o w  o n l y  i n  c a s e s  w h e r e  r
i s  e i t h e r  0  o r  a  t e r m o i d  w h i c h  r e p r e s e n t s  i n  L S  a  E n - N ,  t h a t  i s ,  a  ‘ L S -
i m a g e ’  o f  E n - N ,  p E ,  o f  f o r m a l  o b j e c t  E  i n  L S .  E a c h  E n - N ,   p E ,  o f  o b j e c t  E
i n  L S  m u s t  b e  a  d e f i n i t e  i n t e g e r  —  a n d  i n  o r d e r  t o  c o n s i d e r  t h e  i n t u i t i v e
e q u a l i t i e s
p E =  v p E ,
( c o n s i d er e d  i n  M S )  t h e i r  f o r m a l i z a t i o n  r e q u i r e  t h a t  p E m u s t  b e  p r e s e n t e d  b y
a  t e r m o i d ,  E ,  i n  L S ,  s o  t h a t  t h i s  e q u a l i t y  c a n  b e e x p r e s s e d ,  i n  L S ,  a s
= v
E
: E =  v E ,
w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  = vr ,  a b o v e .  W h e n  E  c o n t a i n s  f r e e ,  i n  E ,  o c c u r r e n c e s
o f  v a r i ab l e s  µ ,  r ,  … ,  E s h a l l  c o n t a i n ,  a t  t h e  r e s p e c t i v e  p l a c e s ,  o c c u r r e n ce s
o f  L S - i m a g e s  µ ,  r ,  …  o f  t h e  E n - N ‘ s  p µ ,  p r ,  …  ,  o f  th e s e  v a r i a b l e s .
D i g r e s s i o n .  S u b t l e t i e s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  v a r i a b l e  n u m e r o i d s  w i l l  b e
c o n s i d e r e d  c l o s e r  i n  P a r t  I I  o f  t h i s  w o r k .  T h e s e  s u b tl e t i e s  a r i s e ,  i n  p a r t i c u -
l a r ,  w h e n  E  i s  a  ‘ h y p o t h e t i c a l ’  o b j e c t  —  i n  w h i c h  c a s e  t h e  v e r y  e x i s t e n c e  o f
E  i s  o n l y  a s s u m e d ,  i n  M S ,  a n d  s u c h  a n  a s s u m p t i o n  w i l l  b e  r e p r e s e n t e d  i n  L S
i n  t e r m s  o f  t h e  L S - i m a g e ,  E ,  o f  t h e  E n - N  ,  p E ,  o f  E .  T h e  u s e  o f  E s h a l l
b e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  u s e  o f v E a n d  t h e  e q u a l i t i e s  = v E .  S t i l l ,  E a n d  v E
a r e  c o n s t a n t s  —  b u t  t h e y  c a n  b e  u s e d ,  w i t h  t h e  r e q u i r e d  g e n e r a l i t y,  o n l y
w h e n  t h e  l a n g u a g e  LS  c o n t a i n s  v a r i a b l e  n u m e r o i d s  o r  e q u i v a l e n t  m e a n s ,
s u c h  a s  t h e  ‘ s - n u m e r o i d s ’  a b o v e  w h i c h  ‘ r e p r e s e n t ’  t h e  r e s p e c t i v e  ‘ d o t -
n u m e r o i d s ’ ,  0 + 1 +  …E + 1 ,  w h e r e  E ( w h i c h  c a n  b e  r e p l a ce d  b y  s ( E ) )  i s
a l l o w e d  t o  c o n t a i n  f r e e  ( i n  i t )  o c c u r r e n c e s  o f  v a r i a b l e s .
S u c h  s u b t l e t i e s ,  b e  t h e y  o n l y  i m p l i c i t ,  a r e  h i d d e n  b e h i n d  G ö d e l ‘ s
( h a l f -) p r o o f  o f  h i s  f i r s t  i n c o m p le t e n e s s  t h e o r e m  o f  1 9 3 1 .  A t  t h a t  t i m e  t h e
n o n - S - p r o v a b i l i t y  o f  t h e  ‘ s e l f - r e f e r e n t i a l ’  f o r m u l a ,  G ,  ( w h i c h  ( s u p p o s ed -
l y ) ‘ e x p r e s s e s ’ ,  i n  L S ,  i t s  o w n  n o n - S - p r o v a b i l i t y )  w a s  e s t a b l i s h e d  ( i n  M S ,
u s i n g  t h e  c u r r e n t n o t a t i o n s )  b y  a  re d u c t i o  a d  a b s u r d u m a r g u m e n t .  B y  t h i s
a r g u m e n t  i t  w a s  a s s u m e d ,  a g a i n ,  i n  M S ,  t h a t  ‘ t h e ’  f o r m u l a  G  i s  S - p r o v a b l e ,
i . e .  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  S - p r o o f ,  P G ,  o f  t h e  f o r m u l a  G  i n  S .  T h a t  a s s u m p ti o n
w a s  e x p r e s s s e d ,  i n  L S ,  b y  a n  e q u a l i t y
b S (v µG , G ) =  0
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i n  L S ,  w h e r e  b S s t a n d s  f o r  a b i n a r y  p . r.  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  s y m b o l  E n S -
r e p r e s e n t i n g  t h e  p r o o f  r e l a t i o n  i n  S  a n d  v µG , G a r e  u s e d  a s  t h e  L S - i m a g e s
o f  t h e  E n - N ‘ s  µG ,  G o f  P G a n d  G ,  r e s p e ct i v e l y.  T h e  f o r m u l a  G  w a s  i n t r o d u -
c e d  a s  t h e  n e g a t i o n
¬ b S (v µG , G ) =  0
o f  t h e  a s s u m p t i o n  f o r m u l a  b S (v µG , G ) =  0 ,  a b o v e  —  a n d  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e
( a s s u m e d  i n  1 9 3 1 )  e q u a l i t i e s
= vµ G : µ G =  v µ G ; =
v
G
:  G =  v G —
t h e  f o r m u l a  G  w a s  f o u n d  t o  b e ,  i n  S ,  i n c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  a s s u m p t i o n  f o r -
m u l a  b S (v µG , G ) =  0 ,  a b o v e .  I n  m o r e  d e t a i l ;  v G m u s t  c o i n c i d e  w i t h  G a n d ,
i f  G  is  S - p r o v a b l e ,  t h e n  b S (v µG , G ) =  0  m u s t  h o l d  —  a n d  d u e  t o  t h e  ( m e t a t -
h e o r e t i c a l )  t r u t h  o f  = vµ G ,  =
v
G
,  a l s o  t h e  e q u a l i t y  b S (v µG , G ) =  0  ( o r,  i n  o t h e r
n o t a t i o n s ,  b S (v µG , G ) =  0 )  m u s t  h o l d ,  a n d ,  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l  b S b e i n g  p . r . ,
i t  m u s t  b e ,  i n  t h e  c a s e  o f  S - p r o v a b i l i t y  o f  G ,  S - p r o v a b l e ,  a l l  w h i l e  t h e  f o r -
m u l a  G  i s  ¬ b S (v µG , G ) =  0 a n d  i s  a s s u m e d  t o  b e  S - p r o v a b l e .  T h u s ,  i f  G  i s  S -
p r o v a b l e  t h e n  —  u s i n g  t h e  e q u a l i t i e s  = vµ G ,  =
v
G
—  a  c o n t r a d i c t i o n  c a n  b e  S -
p r o v e d  w h i c h  i s  n o t  t h e  c as e  i f  S  i s  c o n s i s t e n t .  T h a t  i s  t h e  u s e  o f  t h e  e q u a -
l i t i e s  = vµ G ,  =
v
G
i n  t h e  p r o o f ,  i n  M S ,  o f  t h e  f i r s t  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  f o r
S .
W h i c h  w e r e  a s s u m e d  i n  [GÖDEL, 1931] —  t h e  t r u t h  o r  t h e  S - p r o v a b i l i ty  o f
= vµ G ,  =
v
G
?  S t r i c t l y  s p e a k i n g ,  G ö d el  u s e d  o t h e r  n o t a t i o n s ,  e n u m e r a t i o n  a n d
t e r m i n o l o g y  a n d  t h i s  q u e s t i o n  w i l l  m a k e  m o r e  s e n s e  a  s o o n  a s  h i s  i d e a s  c a n
b e  w e l l - u n d e r s t o o d  u s i n g  t h e  c u r r e n t  e n u m e r a t i o n ,  E n S ,  a n d  t h e  n o t a t i o n s
a n d  t e r m i n o l o g y  u s e d  i n  t h i s  w o r k .  T h a t  d i s c u s i o n  w i l l  b e  s a v e d  f o r  P a r t  I I
o f  t h i s  w o r k .  H o w e v e r,  w i t h o u t  d r a w i n g  a n y  c o n c l u s i o n s  f r o m  t h e  a r g u m e n t
o f  t h i s  d i g r e s s i o n ,  i t  m a y  b e  s u m a r i z e d  —  a s  f o l l o w s .
T h e f o r m u l a  G  i s  c o n s i d e r e d ,  i n  M S ,  a s  ‘ e x p l i c i t l y  d i s p l a y e d ’  —  a n d ,  u p
t o  t h e  u s e  o f  p r a c t ic a l l y  u n a v o i d a b l e  a b b r e v i a r t i o n s ,  G  i s  e v e n  p r a c t i c a l l y
d i s p l a y e d ,  a n d  t h e  L S - i m ag e ,  G ,  o f  th e  E n - N  o f  G  h a s  th e  v a l u e  v G o r  G ,
c o n s i d e r e d  i n  M S  a s  c a l c u l a b l e .  G i s  e v e n  a  p r a c t i c a l l y  f u l f il l a b l e  o b j e c t ,
a n d  h u g e  a s  t h e  l e n g t h  o f  G m u s t  b e ,  t h i s  n u m e r o i d  a n d  a  S - p r o o f  o f  =
v
G
c a n  b o th  b e  c o n s i d e r e d ,  i n  M S ,  a s  ac h i e v e d .  H o w ev e r,  t h i s  a c h i e v a b i l i t y  i s
9
n o t  q u i t e o b v i o u s  w h e n  v G a n d  ( a  S - p r o o f  o f )  t h e  e q u a l i t y  = vµ G a r e  c o n s i -
d e r e d  —  b e c a u s e  t h e  S - p r o o f  P G i s  o n l y  a  h y p o t h e t i c a l  o b j e c t .
( E n d  o f  d i g r e s s i o n . )
C . I n  M S ,  i t  c a n  b e  e s t a b l i s h e d  th a t  L S  c o n t a i n s  t h e  b i n a r y  p . r.  f u n c t i o n
s y m b o l  b S w h i c h  E n - r e p re s e n t s t h e  p r o o f  r e l a t i o n  i n  S ,  i . e .  f o r  w h i c h  t h e
e q u a l i t y
b S (v s , v r )  =  0
i s  S - p r o v a b l e  i f f  s  e q u a l s  E n S - N  o f  S - p r o o f  t h e  e n d  f o r m u l a  o f  w h i c h  h a s
t h e E n S - N  r,  a n d  t h e  e q u a l i t y
b S (v s , v r )  =  1
i s  S - p r o v a b l e  i ff  n o t - b S (v s , v r )  =  0 .  ( T h e  s u b s c r i p t  S  i n  b S m a y  b e  d r o p p e d
w h e n  o n l y  o n e  s y s t e m  S  i s  a t  i s s u e ) .
Wi t h  t h e  a i d  o f  t h e  s y m b o l b S ,  t h e  c o n s i s t en c y  o f  S  c a n  b e  e x p r e s s e d
b y  t h e f o r m u l a
C o n b
S
: ¬ $ b b S ( b , v f )  =  0
w h e r e  f d e n o t e s  t h e  E n S - N  o f  t h e  ‘ a n t i - a x i o m ’
f : 0  =  1
a n d v f —  o f t e n  a b b r i g e d  as  f —  t h e  n u m e r o i d  S u f 0 .  T h u s ,  C o n bS c an  a l s o
b e  d i s p l a y e d  a s
¬ $ b b S ( b , f )  =  0
C 1 .N o w ,  c o n s i d e r  th e  i n t e g e r   w b , w h i c h  s h a l l  e q u a l  t h e  l e a s t ,  i f  a n y ,  E n - N
o f  S - p r o o f  o f  t h e  a n t i - a x i o m f ,  a n d  s h a l l  e q u a l  0  i f  n o  s u c h  E n - N  e x i s t s
( i . e . ,  i f  S  i s  c o n s i s t e n t ) .  P r o v i d e d  t h a t  t h e  d i s ju n c t io n
T N Df : $ b b S ( b , f )  =  0  ~ ¬ $ b b S ( b , f )  =  0
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i s  r e c o g n i z e d ,  i n  M S ,  a s  t r u e ,  t h i s  d e f i n i t i o n  o f  w b m a k e s  s e n s e .  P r o v i d e d
t h a t  T N Df i s  p r o v a b l e  i n  S  a n d  S  c o n t a i n s  d e f i n i t e  d e s c r i p t i o n s  w i t h  t h e
a x i o m s  g i v e n  f o r  t h e m  i n  [ R O S S E R ,  1 9 5 3 ] ,  w b ca n  b e  in t r o d u c e d  a s  t h e  d ef i -
n i t e  d e s c r i p t i o n
i b ( b S ( b ,  f )  =  0  & ¬ $ q ( q <  b & b S ( q ,  f )  =  0 ) .
~ . b  =  0 & ¬ $ b b S ( b , f )  =  0  )
a n d  s a t i s f i e s  t h e  d i s j u n c t i o n
M ( w b ) : b S ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  w b &  b S ( q , f )  =  0  ) .
~ . w b  =  0  &  ¬ $ b b S ( b , f )  =  0 .
w h i c h  m u s t  b e  S - p r o v ab l e  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  j u s t  m e n t i o n e d  a x i o m s .  A l s o ,
i f  t h e  d e s c r i p t i o n  t h e o r y  i s  n o t  i n c l u d e d  i n  S ,  t h e  t e r m o i d  w b c a n  b e i n c l u -
d e d  i n  L S  a s  a  ‘ n e w  i n d e c o m p o s a b l e  co n s t a n t  t e r m o i d ’  f o r  w h i c h  t h e  d i s -
j u n c t i o n  M ( w b )  c a n  b e  a d j o i n e d  t o  S  a s  a  n e w  a x i o m  w i t h o u t  l o o s i n g  t h e
c o n s i s t en c y  ( w h i c h  f o l l o w s  f r o m  T h e o r e m  4 2 ,  § 7 4  i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ) .  H e r e
I  s h a l l  c o n s i d e r  M ( w b )  a s  a n  a x i o m  i n  S ;  t h e  E n - N ,  w b ,  c a n  b e  i n t r o d u c e d ,
f o r  d e f i n i t e n e s s ,  a s  i f  w b i s  c o n s i d e r e d  a s  t h e  d e s c r i p t i o n  w h i c h  i s  d i s p l ay -
e d  a b o v e  a n d  t h e  E n - N ,  i ,  o f  t h e  d e s c r i p t i o n  s y m b o l  i s  i n t r o d u c e d ,  i n  E n ,
a s  e q u a l  t o  a n  o d d  p r i m e ,  s a y  a s  11 3  ( i . e . ,  t h e  2 9 t h p r i m e ,  p 2 9 ) .  M o r e  s p e c i -
f i c a l l y ,  w b b e i n g  i n t r o d u c e d ,  t h e  E n - N  o f  M ( w b )  b e c o m e s  q u i t e  d e f i n i t e  a n d
i t  w o u l d  b e  e a s y  t o  r e d e f i n e  b S a s  t h e  p r o o f - r e l a t i o n  o f  t h e  e x t e n s i o n ,
S + M ( w b ) ,  o f  S  w h i c h  c a n  b e  p r o v e d  c o n s i s t e n t  r e l a t i v e t o  S  a n d  t h e n  t o  r e w -
r i te  M ( w b )  w i t h  b S r e p la c e d  b y b S´ w h e r e  b S´ d e n o t e s  t h e  r e d e f i n e d  b S o f
t h e  e x t e n d e d  s y s t e m :  a l s o  w b m u s t  b e  r e d e f i n e d  a s  w b ´ .  T h i s  w o u l d  n o t  c h a n -
g e  m u c h  i n  t h e  c o n s i d e r a t i o n s ,  b e l o w,  b e c a u s e  ( i n  a c c o r d a n c e  w i t h  m e n ti o -
n e d  K l e e n e ‘ s  T h e o r e m  4 2 )  t h e  f o r m u l a e
¬ $ b b S ( b , f )  =  0  a n d  ¬ $ b b S´ ( b , f )  =  0
a r e  e q u i v a l e n t  a n d  —  w h e t h e r  S  i s  c o n t r a d i c t o r y  o r  c o n s i s t e n t  —  t h i s  e q u i -
v a l e n c e  i s  ‘ S - p ro v a b l e ’  ( i . e . p r o v a b l e  i n  S ) .  S o  I ‘ l l  c o n t i n u e  w i t h  S  a n d  b S .  
B y  v i r t u e  o f  t h e  e q u a l it y
= vw b : w b =  v w b
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w h i c h ,  e v e n t u a l l y,  w i l l  b e  f o u n d  S - p r o v a b l e  ( w h e t h e r  i t s  r i g h t  s i d e ,
v w b , d e n o t e s  0  o r  a  p o s it i v e  n u m e r o i d ) ,  t h e  e q u a l i t y  b S ( w b , f )  =  0   c a n  b e
r ep l a c e d  i n  M ( w b )  b y  b S (v w b , f )  =  0   a n d ,  t h u s ,  t h e  d i s j u n c t i o n
M (v w b ) :  b S (v w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  w b &  b S ( q , f )  =  0  ) .
~ . w b  =  0  &  ¬ $ b b S ( b , f )  =  0
c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  M ( w b )  a n d ,  h e n c e ,  f o u n d  S - p r o v a b l e .  T h e  m e m b e r s  o f
t h i s  d i s j u n c t i o n  e n t a i l ,  i n  t h e  p r o p o s i t i o n a l  c a l c u l u s ,  t h e  m e m b e r s  o f  t h e
s i m p l e r  d i s j u n c t i o n
m (v w b ) :  b S (v w b , f )  =  0 ~ ¬ $ b b S ( b , f )  =  0
w h i c h  a l s o  c a n  b e  d i s p la y e d  a s
d (v w b ) : b S (v w b , f )  =  0 ~ C o n bS .
T h e v a l u e o f  t h e  t e r m o i d  b S (v w b , f )  c a n  b e  c a l c u l a t e d ,  i n  S ,  b ec a u s e  t h e
f u n c t i o n  s y m b o l  b S i s  p . r.  a n d  b o t h  v w b  a n d f d e n o t e  n u m e r o i d s .  I f  S  i s
c o n s i s t en t ,  t h e n  t h i s  v a l u e  i s  1  a n d  t h e  e q u a l i t y
b S (v w b , f )  =  1
i s  S - p r o v a b l e —  a n d  i t  r e m a i n s  S - p r o v a b l e ,  a s  a n y  o t h e r  cl o s e d  f o r m u l a  i n
L S ,  a ls o  i n  t h e  c a s e  w h e n  S  i s  c o n t r a d i c t o r y.
T h u s ,  r e g a r d l e s s  t o  w h e t h e r  S  i s  c o n s i s t e n t  o r  c o n t r a d i c t o r y,  t h i s  e q u a -
l i t y  i s  S - p r o v a b l e .  I t  e n t a i l s ,  i n  S ,
Ø b S (v w b , f )  =  0 ,
i . e .  t h e  n e g a t i o n  o f  t h e  f i r s t  m e m b e r  o f  t h e  S - p r o v a b l e  d i s j u n c t i o n  d (v w b ) ;
t h er e f o r e ,  t h e  s e c o n d  m e m b e r
C o n b
S
o f  t h i s  d i s j u n c t i o n  i s  S - p r o v a b l e .
R e m a r k :  A  s i m i l a r  s t a t e m e n t  c o n f l i c t i n g  w i t h  t h e  G ö d e l ’s  s e c o n d  i n c o m p l e -
t e n e s s  th e o r e m  w a s  c l a i m e d  a l r e a d y  in  1 9 6 6  ( a n y  m a n y  t i m e s  s i n c e )  b y  E .
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We t t e  —  t h o u g h  I  c o u l d  n o t  o b t a i n ,  s o  f a r,  a n y  c l e a r  e x p o u n d i n g  o f  h i s  p r o -
o f s .  N e v e r t h e l e s s ,  i t  s e e m s  t o  m e  a p p r o p i a t e t o  c a l l  t h e  e n s u i n g  c o n t r a d i c -
t i o n  t h e  G ö d e l - We t t e  P a r a d o x .
( E n d  o f  r e m a r k ) .
D . T h e  S - p r o o f  d e s c r i b e d  i n  C 1 . ,  a b o v e ,  f o r  t h e  f o r m u l a  C o n b
S
,  p r es u p p o s e s
t h e p o s s i b i l i t y  t o  S - p r o v e ,  f o r  a n y  c o n s t a n t  t e r m o i d ,  r,  s u c h  a s  w b ( i n  L S ) ,
t h e  e q u a l i t y   r  = v r   ( o r  i t s  e q u i v a l e n t  w i t h  a  d i f f e r e n t  s o r t  o f  ‘ n u m e r o i d ’
u s e d  i n  t h e  r o l e  o f v r ) . S u c h  S - p r o o f s  a r e  a v a i l a b l e  in  S n b u t n o t  n e c e s s a -
r e l y  i n  S ;  t h e y  u s e  a  s o r t  o f  i n d u c t i o n  o n  t h e s e  ‘ n u m e r o i d s ’  w h i c h  i s  n o t
n e c e s s a r i l y  a v a i l a b l e  i n  S  b e c a u s e  t h e  l a n g u a g e  L S  i s  n o t  s u p p o s e d  t o  p r o -
v i d e  f o r  t h e  ‘ v a r i ab l e  n u m e r o i d s ’ :  T h e  i n d u c t i o n  i s  c a r r i e d  o u t  i n  M S  ( t h e
l a n g u a g e  o f  w h i ch  d o e s  c o n t a i n  s u c h  v a r i a b l e s )  a n d  i t  c o n s i s t s  i n  p e r f o r -
m i n g  a  r e c u r s i o n  t h e  s t h s t e p  o f  w h i c h  d e l i v e r s  a  S - p r o o f  o f  t h e  e q u a l i t y   s
= v s   w h e r e  s  m a y,  i n  p a r t i c u l a r,  b e  t a k e n  a s  w b .  T h i s  a p p r o a c h  p r es u p p o s e s
t h at  s  —  i n  p a r t i c u l a r,  w b —  o c c u r s  i n  t h e  s e q u e n c e  o f  i n t eg e r s  0 ,  1 ,  2 ,  …  .
I f  S  i s  c o n s i s t e n t ,  t h e m  w b m u s t  e q u a l  0  a n d  t h u s  o c c u r  a t  t h e  v e r y  s t a r t
o f  t h i s  s e q u en c e ,  f u z z y  a s  i t  c a n  b e  c o n s i d e r e d  i n  c o n n e c t i o n  w i t h  v a r i o u s
m e t a t h e o r e t i c a l  p r o b l e m s .  A l s o  t h i s  i d e a  b e l o n g s  t o  M S .  H o w e v e r,  t h e  t a s k
n o w  c o n s i s t s  i n  f o r m a l i zi n g  a  p r o o f  o f   w b = v w b  i n  S  w i t h o u t  a d r e s s i n g
a n y  p h i l o s o p h i ca l  p r o b l e m s .  
T h e  r e c u r s i o n  o n  s  p r o c e e d s  b y  t h e  s t e p s  f r o m  in t e g e r s  t o  t h e i r  ( i m m e -
d i a t e )  s u c c e s s o r s  i n  ‘ t h e ’  s e r i e s  o f  ‘ a l l ’  i n t e g e r s ;  u n l e s s  w b = 0 ,  w b m u s t  b e
E n - N  o f  S - p r o o f .  A  p r i o r i ,  i t  i s  t h i n k a b l e  t h a t  s u c h  E n - N ’s  e x c e e d  a l l
‘ u s u a l ’  i n t e g e r s .  I n  a  c a s e  o f  w b , f )  =  0 ,  w b m u s t  b e  a  E n - N  o f  c o n t r a d i c -
t i o n  p r o o f  i n  S  —  a n d  s u c h  a n  o b j e c t  i s  n o t  e x p e c t e d  t o  b e  ‘ u s u a l ’  ( u n l e s s
S  i s  c o n t r a d i c t o r y  o r  o t h e r w i s e  a  ‘ p a t h o l o g i c a l ’  s y s t e m  o f  a r i t h m e t i c ) .
P e r h a p s , b S ( w b , f )  =  0 ,  a n d ,  s t i l l ,  f ,  i . e . ,  0  =  1 ,  i s  n o t  e n t a i l e d  b y   t h a t
e q u a l i t y  b e c a u s e  t h e  in t e g e r  w b i s  n o t  a n  ‘ A r ch e m e d i a n ’  i n t e g e r  —  t h o u g h ,
i t  c a n  b e  ad m i t t e d  t h a t  w b ,  a s  a n y  i n t e g e r,  m u s t  b e  a  f i n i t e  o r d i n a l  ( i n  t h e
s e n s e  t h a t  t h e  s e t  o f  a l l  i n t e g e r s  w h i c h  a r e  l e s s  t h a n . w b i s  f i n i t e a n d  w e l l -
o r d e r e d ) .
A  p r o p o n e n t  o f  G ö d e l ’s  s e c o n d  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  c a n  i n s i s t  o n
t h i s  p o s s i b i l i t y.  I f   w b = v w b  =  s u c w b ( 0 ) ,  t h e n ,  i f  t h e s e  e q u al i t i e s  a r e  S -
p r o v a b l e ,  t h e n  s o  i s  C o n b
S
a n d  t h e  c o n t r ad i c t i o n ,  d u e  t o  K .  G ö d e l ,  c a n  b e
p r o v e d  i n  S ,  a n d ,  o f  c o u r s e ,  a l s o  t h e  e q u a l i t i es   w b = v w b  a n d  t h e  e q u a l i t i -
e s  b S (v w b , f )  = b S ( w b , f )  =  0  c an  t h e n  b e  S - p r o v e d  ( s i n c e  v w b i s  c h o o s e n
a s  t h e  l e a s t  s u c h  n u m e r o i d  —  c f .  § 4 1 :  * 1 6 6 ,  * 1 7 2  i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ]  —  a n d
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t h a t  i s  n o r m a l  s i n c e  f i s  f o u n d  S - p r o v a b l e .  B u t  t h i s  a r g u m e n t  p r e s u p p o s e s
t h a t  t h e  e q u a l i t i e s  w b = v w b  =  s u c w b ( 0 )  a r e ,  i n  f a c t ,  S - p r o v a b l e .  A n d  w h a t
i f  t h e  r e c u r s i o n  c a n n o t  r e a c h  t h e   w b t h s t e p ?
S o m e w h a t  m u s t h a p p e n  w i th  M S  a s  t h e  r e s u l t  o f  th e  c u r r e n t  c o n s i d e r a -
t i o n s  o f   w b  e n r i c h ed  b y  t h e  r e c u r s i v e  p r o o f s  o f  S - p r o v a b i l i t y  o f  t h e  e q u a -
l i t i e s   s  = v s   f o r  a l l  i n t e g e r s   s .  A  v o l u m e  c a n  b e  w r i t t e n  i n  o r d e r  t o  s u b -
s t a n t i a t e  t h e  s o u n d n e s s  o f  t h i s  r e c u r s i o n .  T h e n  i t  w i l l  b e  c l e a r  t h a t  t h e  u s e
o f  i d e n t i t ie s  p r e s u p p o s e d  b y  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  E n S a r e  n o t  a l w a y s  r e l i a -
b l e .
B u t  i s  n o t  a  r e v i s i o n  o f  t h e  ( t r a d i t i o n a l )  i d e a  o f  i d e n t i ty  a  t o o  s t r o n g
m e a n s ?  D o e s  i t  n o t  s i m p l y  s u f f i c e  t o  a s s u m e  t h a t  t h a t  t h e  r e c u r s i o n  a n d
i n d u c t i o n  c a n  b e  u s e d ,  i n  c o n e c t i o n  w i t h   w b ,  o n l y  i n  a  l e s s  g e n e r a l  w a y
t h a n  t h e  s t a n d a r d  n - t o - n +1  a p p r o a c h  w h i c h  p r e s u p p o s e s ,  f o r  e a c h  n o n - z e r o
i n t e g e r ,  t h e  ‘ e x i s t e n c e ’  o f  i t s  i m m e d i a t e  p r e d e c e s s o r ?
H o w e v e r ,  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  a l s o  a  d e m a n d  o f  r e s t r i c t i n g  t h e  g e n e r a -
l i t y  o f  t h e u s e  o f  i n d u c t i o n  w o u l d  n o t  h e l p  t o  a v o i d  t h e  c o n f r o n t a t i o n  w i t h
G ö d e l ’ s  t h e o r e m  w i t h  E n - N ’s  —  s t a n d a r d  o r  n o t —  l i k e   w b .
D 1 . I  r e c a l l  t h a t  G ö d e l ’s  t h e o r e m s  h a v e  b e e n  e x t e n d ed ,  s t a r t in g  w i t h
[ R o s s e r ,  1 9 3 6 ] ,  t o  t h e  c a s e  w h e n  S  c o n t a i n s  i n f i n i t a r y  r u l e s  o f  ‘ g e n e r a l i z a -
t i o n ’  a n d  M S  c o n t a i n s  a r i t h m e t i z a t i o n  i n v o l v i n g  t r a n s f i n i t e  o r d i n a l s .
G e n e r a l i z a t i o n s  o f  G ö d e l ’s  t h e o r e m s  i n  s u c h  d i r e c t i o n s  h a v e  b e e n  i m p o r t a n t
( h o w e v e r  v a g u e ) .  H e r e  I  d o n ‘ t  c o n s i d e r  t h e m  c l o s e r.  I  a d m i t t  t h e  p o s s i b i l i -
t y  t h at  w h e n  E n S i n v o l v e s  t h e u s e  o f  s o m e  o r d i n a l s  t h e  t h e o r y  o f  t h e  l a t t e r
d o e s  n o t  a l w a y s  a l l o w  f o r  a  p r o o f  o f  t h e  S - p r o v a b i l i t y  o f  t h e  i m p l ic a t i o n s
o f  t h e  s o r t
b S ( w a , f )  =  0  É  f
w h e r e  w a s t a n d s  f o r  a n  o r d i n a l .
H e r e  I  o n l y  w i s h  t o  cl a i m  t h at  t h e  ‘ p ro o f - t r u t h  i m p l i c a t i o n s ’
b S ( r , E )  =  0  É  E
a r e  p r o v a b l e  f o r  t h e  s y s t e m s  S  w i t h  t h e  ‘ s ta n d a r d  p r o o f  th e o r y ’  u s i n g  E n S
w h i c h  a d m i t s  t h e  i n d u c t i o n  o n  t h e  c o m p l e x i t y  o f  S - p r o o f s .  T h e  l o g i c  o f
s u c h  s y s t e m s  S  w i l l  b e  c l o s e d ,  w i t h  m o d u s  p o n e n s ( M P )  as  t h e  o n l y  r u l e  o f
i n f e r e n c e .  I n  a  s t a n d a r d  w a y,  t h e  s i m p l e s t  S - p r o o f s  s h a l l  b e  ‘ t r i v i a l ’ ,
{ E } ,
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w h e r e  E  i s  a n  a x i o m  i n  S ,  a n d  t h e y  s h a l l  b e  a s s i g n e d  t h e  E n - N ’s ,  { E } ,
i n tr o d u c e d  a s  2 E w h e r e  t h e  e x p o n e n t  E e q u a l s  E n - N  o f  t h e  f o r m u l a  E .
T h e  n o n - t r i v i a l  p r o o f s  i n  S  s h a l l  b e  o b t a i n e d ,  e a c h ,  f r o m  t w o  S - p r o o f s ,
P C ,  P C É D ,  t h e  e n d - f o r m u l a  o f  w h i c h  a r e  C  a n d  C É D ,  r e s p ec t i v e l y,  w i t h
c o i n c i d i n g  C ’s ,  b y  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  s t e p
M P : C      C É D
D
t h e  ‘ c o n c l u s i o n ’  o f  w h i c h  s h a l l  b e  t h e  e n d - f o r m u l a ,  D ,  o f  t h e  S - p r o o f , ,
t h u s  o b t a i n e d ;  P C ,  P C É D s h a l l  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  ‘ b r a n c h e s ’  g r o w i n g  i n
P D f r o m  t h e  ‘ p re m i s e s ’  P C ,  P C É D . o f  t h i s  M P.  W h e n  t h e  E n - N ’s  p
PC a n d
p
PC É D o f  t h e  b r a n c h e s  P C a n d  P C É D a r e  g i v e n  a n d  D d e n o t e s  t h e  E n - N  o f
t h e  f o r m u l a  D ,  t h e n  P D s h a l l  b e  g i v e n  t h e  E n - N ,  p
PD , e q u a l  t o  t h e  p r o d u c t
M p ( P C , P C É D ) :  2 D · 3 p
PC ·  5 p
PC É D
T h u s  e a c h  S - p r o o f  s h a l l  b e  i n t r o d u c e d ,  i n  S ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  E n - N ’s
a t t a c h e d  ( o r  ‘ a s s i g n e d ’ )  t o  i t  i n  M S .  M S  s h a l l  r e c o g n i z e o n l y  s u c h  S - p r o o f s
w h i c h  a r e  e i t h e r  ‘ t r i v i a l ’ ,  i . e . ,  { E }  w h e r e  E  i s  a n  a x i o m  i n  S ,  o r  o b t a i n a b l e ,
b y  a  s t e p  M P,  f r o m  t w o  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  S - p r o o f s ,  P C a n d  P C É D .  I n  M S ,
t h e  f o l l o w i n g  ‘ M P - i n d u c t i o n ’  w i l l  b e  r e c o g n i z e d  a s  a  g e n e r a l  p r i n c i p l e f o r
a c c e p t i n g  s t a t e m e n t s ,  D ( P ) ,  a b o u t  S - p r o o f s ,  P :
I f  D ( P )  h o l d s  f o r  e a c h  t r i v i a l S - p r o o f ,  { E } ,  c o n s i d e r e d  a s  P ,  a n d  i f ,  f o r
e a c h  S - p r o o f ,  P D —  o f  w h i c h  t h e  e n d - f o r mu l a ,  D ,  i s  t h e  c o n c l u s i o n  o f  t h e
l a s t  s t e p ,  M P,  a s  d es c r i b e d ,  ab o v e  —  D ( P D )  h o l d s  a s  s o o n  as  D ( P C )  a n d
D ( P C É D )  h o l d ,  t h e n  D ( P )  h o l d s  f o r  a n y  S - p r o o f  P .
I n  p a r t i c u l a r,  D ( P )  m a y  c o n s i s t  i n  t h a t  P  h a s  a  c e r t a i n  p r o p e r t y  f o r m u l a -
t e d  i n  M S .  T h i s  p r o p e r t y  m a y  c o n s i s t ,  i n  p a r t i c u l a r,   i n  t h e  f i n i t e n e s s ,  a n d
a l s o  i n  t h e  p o s s i b i l i t y  t o  in t r o d u c e  t h e  En - N ,  PD ,  f o r  P D ;  i n  t h e  u n i q u e -
n e s s  o f  t h i s  p PD ,  e t c .  O t h e r  s u c h  p r o p e r t i e s  m a y  c o n s i s t  i n  t h e  ‘ t r u t h ’  o f
t h e e n d - f o r m u l a  o f  D ,  a n d  t h e n  t h e  M P - i n d u c t i o n  l e a d s  t o  a  p r o o f ,  i n  M S ,  o f
t h e  c o n s i s t e n c y  o f  S .  ( T h e  p o s s i b i l i t y  o f  s u c h  a  c o n s i s t e n c y  p r o o f  p r e s u p -
p o s e s  t h e  p o s s i b i l i t y  t o  f o r m u l a t e ,  b y  m e a n s  o f  M S ,  t h e  ‘ t r u t h ’  o f  t h e  e n d -
f o r m u l a ) .
T h e a r i t h m e t i z a t i o n  o f  M S ,  a c h i e v a b l e  w i t h  t h e  a i d  o f  E n S ,  e n t i t l e s  o n e
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t o  r e d u c e  t h e  M P - i n d u c t i o n  t o  a  s p e c i f i c  c a s e  o f  a r i t h m e t i c a l  i n d u c t i o n ,  t o
b e  d e s i g n at e d  a s  ‘ m p - i n d u c t i o n ’ ,  w h i c h ,  i n  t u r n ,  c a n  b e r e d u c e d ,  i n  t h e
a r i t h m e t i c ,  t o  a  c o u r s e - o f - v a l u e s  i n d u c t i o n  o n  t h e  E n - N ’s  o f  S - p r o o f s .  T h i s
c o u r s e - o f - v a l u e s  i n d u c t i o n  d o e s  n o t  n es s e a r i l y  p r e s u p p o s e  t h a t  f o r  e a c h
E n S - N ,  p
PD ,  t h e  S - p r o o f  o f  t h e  e q u a l i t y  p PD = v p PD i s  S - p r o v a b l e .
T h e  u s e  o f  m p - i n d u c t i o n  s h a l l  c o r r e s p o n d  t o  t h e  u s e  o f  M P - i n d u c t i o n  i n
M S .  
D 2 . T h e m p - i n d u c t i o n  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  a n  e x t en s i o n ,  S n ,  o f  t h e  s y s -
t e m  S   t h e  l a n g u a g e ,  L S n ,  o f  w h i c h  s h a l l  c o n t a i n ,  a m o n g  i t s  a t o m i c  f o r m u -
l a e ,  t h e  o b j e c t s
F r
w h e r e  r  m a y  s t a n d  f o r  a n y  t e r m o i d  i n  L S n ( w h i c h  m a y,  i n  p a r t i c u l a r,  c o n t a i n
f r e e  v a r i a b l e s ) .  W h e n  r  d e n o t e s  E n S - N  o f  q u it e  d e f i n i t e  c l o s e d  f o r m u l a  i n
L S ,  t h e n  F r s h a l l  b e  i n t e r p r e t e d ,  i n  M S ,  a s  d e n o t i n g  t h i s  f o r m u l a ;  o t h e r w i -
s e  F r s h a l l  b e  i n t e r p r e t e d  a s  F f i . e .  a s  f .  ( C f .  t h e  u s e  o f  t h e  m e t a t h e o r e t i -
c a l  n o t a t i o n s  A r i n  [KLEENE, 1952], §42, p. 206.) D e r i v a t i o n s  i n  S
n  c a n  b e  p r e s e n t e d
w i t h  t h e  u s e  o f  s u c h  a t o m i c  f o r m u la e  i n  w h ic h  c a s e  t h e  v a r i a b l es  f r e e  i n  r
s h a l l  b e  c o n s i d e r e d  a s  p a r a m e t e r s  o f  t h e s e  d e r i v a t i o n a l  p r es e n t a t i o n s .  T h e
p o s t u l a t e s  i n  S n u s e d  i n  t h e s e  p r e s e n t a t i o n s ,  b e l o w,  w i l l  b e  f o u n d  p r o v a b l e
i n  S n a n d  t h u s  f o u n d  j u s t i f i e d  f o r  u s e  i n  t h i s  w o r k .  A n y  c l o s e d  f o r m u l a  i n
L S n u s e d  a s  S n - p r o v a b l e i n  t h i s  w o r k  w i l l  b e  f o u n d  S n - p r o v a b l e .
T h e  f o r m u l a e  t o  b e  f o u n d  S n - p r o v a b l e  w i t h  t h e  a i d  o f  m p - i n d u c t i o n  s h a l l
b e  ( a s  c o n s i d e r e d  i n  t h e  o p e n  l o g i c )  t h e  ‘ p r o o f - t r u t h - i m p l i c a t i o n s ’
p t i ( µ ) 0
: b S ( µ , ( µ ) 0 )  =  0   É   F ( µ ) 0 
w h e r e  µ  s t a n d s  f o r  t h e  v a r i a b l e  o f  t h i s  i n d u c t i o n ;  t h i s  v a r i a b l e  w i l l  b e  h e l d
c o n s t a n t  t i l l  t h e  l a s t  f o r m u l a  o f  t h i s  i n d u c t i o n  ( a lt h o u g h  i n  t h e  c o n c l u s i o n
o f  t h i s  i n d u c t i o n  µ  m u s t  b e  b o u n d ) .  R e m a r k  t h a t  o n l y v a l u e s  # v b o f  µ  w i l l
b e  o f  r e l e v a n c e  t o  t h e  u s e  o f  t h i s  i n d u c t i o n  i n  t h i s  w o r k  ( w h i c h  t h e r e b y
r e t a i n s  a  q u i t e  f i n i t i s t i c  a p p r o a c h ) .  I n  M S ,  t h e  e q u a l i t y  v b =  v v b w i l l  b e
r e c o g n i z e d ,  a n d  t h e  i n s t a n c e s ,  w i t h  v r  # v b ,
b S ( r , ( v r ) 0 )  =  0   É   F (v r ) 0 
o f  t h is  in d u c t i o n  s h a l l  ma k e  a  f i n i t e  s e t  o f  t h e s e  i m p l i c a t i o n s .
T h e  v b - i n s t a n c e  o f  t h e  i m p l i c a t i o n s  p t i ( µ ) 0 
,
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p t i ( v b ) 0
: b S ( v b , ( v b ) 0 )  =  0   É   F ( v b) 0 ,
s h a l l  b e  f o u n d  S n - p r o v a b l e .  I f  v b i s  p o s i t i v e  s o  s h a l l  b e ( v b ) 0 w h i c h ,  i n  t h i s
c a s e ,  m u s t  e q u a l  f ,  s o  t h a t  F ( v b) 0 w i l l  c o i n c i d e  w i t h  F f ,  i . e .  w i t h  f  ,
a n d  t h i s  i m p l i c a t i o n  w i l l  b e ,  i n  t h i s  c a s e ,  t h e  r e q u i r e d
b S ( v b , f )  =  0   É   f  .
T h e  a n t e ce d e n t  o f  p t i ( µ ) 0
i s  d i s p l ay e d  a s  
b S ( µ , ( µ ) 0 )  =  0
b e c a u s e ,  r e g a r d l e s s  t o  w h e t h e r  µ  e q u a l s  E n - N  o f  t r i v i a l  o r  n o n - t r i v i a l S -
p r o o f ,  t h e  r o o t  o f  t h e  l a t t e r  m u s t  h a v e  t h e  E n - N  w h i c h  eq u a l s  ( µ ) 0 .  I n  g e n e -
r al ,  b S ( r , s )  =  0  s h a l l  e n t a i l
b 1S ( r )  =  0  a n d  ( r ) 0 =  s  
w h e r e  b 1S i s  t h e  s y m b o l  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  w h i c h  E n - r e p r e s e n t s
t h e p r o o f  p r o p e r t y  i n  S .  b 1S ( r )  s h a l l  e q u al  0  o n l y  w h e n  ei t h e r  r  e q u a l s  E n - N
o f  t r iv i a l  S - p r o o f ,  i n  w h i c h  c a s e  r  =  2 s a n d  ( r ) 0 =  s  e n t a i l s
r  =  2 ( r )0 ;
o r ,  r  e q u a l s  E n - N  o f  S - p r o o f  w h i c h  t er m i n at e s  i n  M P  a n d  h a s  t h e  E n - N  e q u a l
t o  M p ( ( r ) 1 , ( r ) 2 )  w h e r e  ( r ) 1 ,  ( r ) 2 e q u a l  t h e  r e s p e c t i v e  E n - N ’s  o f  t h e  b r a n c h e s
g r o w i n g  f r o m  t h i s  M P ’s  p r e m i s e s ;  t h e s e  b r a n c h e s  m u s t  b e  S - p r o o f s  a n d
t h e s e  E n - N ’s  m u s t  t h e r e f o r e  s a t i s f y  t h e  e q u a l i t i e s
b 1S ( ( r ) 1 )  =  0 ,  b 1S ( ( r ) 2 )  =  0 ;
w h i c h  w i l l  b e i m p o r t a n t  f o r  t h e  u s e  a s  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s e s .
T h e  b a s i s  o f  t h e  m p - i n d u c t i o n  s h a l l  d e a l  w it h  t h e  c a s e  w h e n  µ  e q u a l s
E n - N  o f  t r i v i a l  S - p r o o f ;  i n  t h i s  c a s e  t h e  a n t e c e d e n t , b S ( µ , ( µ ) 0 )  =  0  o f
p t i ( µ ) 0 
s h a l l  b e  e q u i v a l e n t ,  i n  S ,  t o  t h e  c o n j u n c t i o n
µ  =  2 ( µ ) 0 &  a x S ( ( µ ) 0 ) =  0
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—  w h e r e  a x S is  t h e  p . r.  c h a r a c t e r i s t i c f u n c t i o n  s y m b o l  f o r  t h e  p r o p e r t y  o f
b e i n g  E n - N  o f  a x i o m  i n  S ;  a n d  th e  i m p l i ca t i o n  p t i ( µ ) 0 
s h a l l  b e ,  f o r  t h i s
c a s e ,  e n t a i l e d  b y  t h e  c o n d i t i o n
µ  =  2 ( µ ) 0 ,
i t s  i n c o m p a t i b i l i t y  w i t h  µ  =  M p ( ( µ ) 0 , ( µ ) 2 )  a n d  t h e  i m p l i c a t i o n
T- A x ( µ ) 0
: a x S ( ( µ ) 0 )  É   F ( µ ) 0 .
I n  t h i s  c a s e ,  F ( µ ) 0 d e n o t e s  a n  a x i o m  i n  S a n d  t h e  S - p r o v a b i l i t y  o f  
T - A x ( µ ) 0
s h a l l  b e  e n t a i l e d  b y  t h e  S - p r o v a b i l i ty  o f  t h e  p r o p o s i t i o n a l  a x i o m
j
F ( µ )0
: F ( µ ) 0 É  ( a x S ( ( µ ) 0 )  =  0  É  F ( µ ) 0 )
I n  S n ,  f o r  e a c h  a x i o m  E  o f  S  a n d  e a c h  c l o s e d  f o r m u l a  D  i n  L S ,  t h e  i m p l i -
c a t i o n
D É  E
s h a l l  b e  a c c e p t e d  a s  a n  a x i o m  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  g e n e r a l  a p p l i c a b i l i t y  o f
t h e  a rg u m e n t  o f  t h e  l as t  p a r a g r a p h .  T h e  p r e s e n c e  o f  th e s e  a x i o ms  i n  S n  w i l l
t r iv i a l i z e  t h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  b a s i s  o f  t h e  r e q u i r e d  m p - i n d u c t i o n .
I n  t h e  c a s e w h e n  b S ( µ , ( µ ) 0 )  =  0  a n d  µ  =  M p ( ( µ ) 1 , ( µ ) 2 )  a r e  g i v e n ,  t h e
e q u a l i t i e s  b 1S ( M p ( ( µ ) 1 , ( µ ) 2 ) )  =  0 ,  b 1S ( ( µ ) 1 )  =  0  a n d  b 1S ( ( µ ) 2 )  =  0  c a n  b e
d e d u c e d ,  a s  w e l l  a s  t h e  in e q u a l i t i e s
( µ ) 1 ,  µ ,  ( µ ) 2 , µ ;
t h u s  t h e  i n d u c t io n  h y p o t h e s e s  a r e a v a i l a b l e  a s  w e l l  a s  t h e  a n t e c e d e n t s
b S ( ( µ ) 1 , ( ( µ ) 1 ) 0 )  =  0  a n d  b S ( ( µ ) 2 , ( µ ) 2 ) 0 )  =  0  o f  t h e  t r u t h - p r o o f  i m p l i ca t i o n s
p t i ( µ ) 1 , 0
: b S ( ( µ ) 1 , ( ( µ ) 1 ) 0 )  =  0  É  F ( ( µ ) 1 ) 0
p t i ( µ ) 2 , 0
:  b S ( ( µ ) 2 , ( ( µ ) 2 ) 0 )  =  0  É  F ( ( µ ) 2 ) 0
w h i c h  a r e p r o v i d e d  b y  th e s e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s es ;  t h e  c o n d i t i o n s
b S ( µ , ( µ ) 0 )  =  0  a n d  µ  =  M p ( ( µ ) 1 , ( µ ) 2 )  e n t a i l ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  d e f i n i -
t i o n  o f  b 1S f o r  t h i s  c a s e ,  t h a t  F ( ( µ ) 1 ) 0 a n d  F ( ( µ ) 2 ) 0 a r e  p r e m i s e s ,  C  a n d
C  É  D ,  o f  a M P  t h e  c o n c l u s i o n ,  D ,  o f  w h i ch  h a s  E n - N  eq u a l  t o  ( µ ) 0 ,  s o  t h a t
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D  c o i n c i d e s  w i t h  F ( µ ) 0 
a n d  t h e r e q u i r e d  i m p l i c a t i o n
p t i ( µ ) 0
: b S ( µ , ( µ ) 0 )  =  0  É  F ( µ ) 0 
i s  e n t a i l e d ,  i n  S n  ,  b y  t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h i s  c a s e .
T e c h n i c a l l y ,  t h i s  a r g u m e n t  r e q u i r e s  a  r a t h e r  l o n g  f o r m a l i z a t i o n  t h o u g h
n o t  n e s s e a r i l y  a s  l o n g  a s  t h e  o n e  w h i c h  I  h a v e  f o u n d  i n  1 9 9 6  a n d  c o m m u n i -
c a t e d  to  m y  f r i e n d  a n d  l o n g - t i m e  c o l l a b o r a t o r  C a t h e r i n e  C h r i s t e r  H e n n i x
w h o  h a s  a b b r i g e d  t h a t  w o r k  b y  m o r e  t h a n  h a l f .  B e l o w,  h e r  v e r s i o n  w i l l  b e
e x p o s e d ;  I  a p p r e c i a t e  h e r  p a r t i c i p a t i o n  a s  m y  c o - a u t h o r  o f  t h e  c u r r e n t  w o r k .
B e s i d e s  t h a t ,  t h e  s u b s t a n t ia t i o n  o f  t h e  u s e  o f  S n  ,  S
n   f o r  e s t a b l i s h in g  t h e
S - p r o v a b i l i t y  o f  C o n S r e q u i r e s  a  u s e  o f  a n  o l d  t h e o r e m  o f  m i n e  t o  t h e  e f f e c t
t h a t  i f  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  a  f o r m a l  s y s t e m ,  W,  i s  p r o v e d  i n  a  c o n s i s t e n t  s y s -
t e m  V,  t h e n  W  i s  c o n s i s t e n t  r e l a t i v e  t o  V  a n d  t o  a n y  s y s t e m ,  U ,  i n  w h i c h  V
i s  p r o v e d  c o n s i s t e n t .  ( S e e  m y  S u p p l e m e n t  I  t o  m y  t r a n s l a ti o n  [ K L E E N E .
1 9 5 7 ]  o f  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] .  H e r e W,  V,  U  a r e  f o r m a l  s y s t e m s  o f  t h e  s a m e  n at u -
r e  a s  t h e  s y s t e m  p r e s e n t l y  d e n o t e d  b y  S ,  a b o v e .  I n  1 9 5 7 - 6 1  S .  F e f e r m a n  h a s
c o n s i d e r e d  m a n y  s u c h  s y s t e m s  a n d  s o r t s  o f  t h e m;  t h e s e  r e s e a r c h e s  h a v e
b e en  e x p o s i t e d  i n  h i s  p a p e r  [ F E F E R M A N ,  1 9 6 0 ] ,  a n d ,  p r o b a b l y,  t h a t  t h e o r e m
o f  m i n e  w a s  c o v e r e d  a l s o  b y  r e s u l t s  o f  t h a t p a p e r.  A l s o  i n  t h a t  p a p e r  h e
m e n t i o n s  m o r e  t h a n  o n c e  a m b i g u i ti e s  a n d  d i s cr e p a n c i e s  i n  t h e  l i t t e r a t u r e  o f
t h a t  t i m e  ( s e e  h i s  r e m a r k s  o n  p p .  3 7  a n d  7 8 ) .  T h e  c l a r i t y  i n  t h i s  f i e l d  d i d
n o t  i n c r e s e  s i n c e ,  a n d  n o w,  i n  o r d e r  t o  a c h i e v e  i t ,  t h e  s t u d y  o f  p r e s e n t a -
t i o n s  o f  t h e  a x i o m s  o f  ‘ S - l i k e ’  f o r m a l  s y s t e m s  m u s t  b e  r e s u m e d .  A l l  S - p r o -
o f s  l e a d i n g  t o  th e  S - p r o v a b i l i t y  o f  C o n S m u s t b e  e x p o s i t e d  e x p li c i t l y  i n
o r d e r  t o  a c c o m p l i s h  t h e  i n t r o d u c ti o n  o f  t h e  u n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l  a x S o n
w h i c h  t h e  a x i o m s  d e f i n i n g  b S a n d  b S1 d e p e n d .  Th a t  i s  p o s s i b l e ,  i n  p a r t i c u -
l a r ,  b e c a u s e  t h e  E n - N ‘ s  c a n  b e  in t r o d u c e d  f o r  t h e s e  s y m b o l s  r e g a r d l e s s  t o
t h ei r  i n t e r p r e t a t i o n s  o r  t h e  c h o i c e  o f  o f  t h e a x i o m s  w h i c h  d e f i n e t h e m .  B u t
t h at  c a n  b e  d o n e  e x h a u s t i v e l y  o n l y  a f t e r  t h e  S - p r o o f s  o f  t h e  S - p r o o f  o f  t h e
f o r m u l a  C o n S a r e  c o m p l e t el y  d i s p l a y e d  a n d  th e n  s cr u t i n i z e d .  I n  t h e  p r e s e n t
P a r t  I  o f  t h e  c u r r e n t  r e s e a r c h  t h e  d e d u ct i o n  o f  C o n A r i ( w h e r e  A r i  i s  s u f f i c i -
e n t l y  r i c h  a n d  s m o o t h  f o r m a l  s y s t e m  f o r  a r i t h m e t i c )  f r o m  t h e  f o r m u l a  T- A x
( f o r  t h a t  s y s t e m )  i s  e x p o s i t ed  i n  a  w a y  w h i c h  d o e s  n o t  r e q u i r e  t h e  u s e  o f
t h e  e q u a l i t i e s  = vr w i t h  c o n s t a n t  t e r m o i d s  r i n  L A r i .  I n  P a r t  I I  a l s o  t h e  S -
p r o o f s  o f  t h es e  e q u a l i t i e s  w i l l  b e d e s c r i b e d  a n d  T- A x  ( f o r  A r i )  w il l  b e
f o u n d  t o  h a v e  t h e  A r i - p r o v a b l e  c l o s u r e s .
R e v e r e ,  J u n e  9 ,  2 0 0 1 ,  A l e x a n d e r  S .  Ye s s e n i n - Vo l p i n
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I N T R O D U C T I O N .
0 . T h e  t a s k  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  c o n s i s t s  i n  s t u d y i n g  a  p a r a d o x i c a l  d e r i v a -
t i o n  o f  a  ( s t an d a r d )  v e r s i o n  o f  G ö d e l ‘ s  c o n s i s t e n c y  f o r m u l a  f o r  a r i t h m e t i c .
T h i s  d e r i v a t i o n  i s  r e l a t i v e ly  l o n g  o n  a c c o u n t  o f  i t s  f i n i t i s t i c  c h a r a c t e r.
H o w e v e r ,  s i n c e  a  p a r a d o x i c a l  r e s u l t  e n s u es  i t  b e c o m e s  e s s e n t i a l  t h a t  e v e r y
s t e p  o f  t h e  d e r i v a t i o n  i s  e x p o s e d  i n  o r d e r  t o  s p o t  a n y  p o s s i b l e  l o g i c a l  m i s -
t a k e  o r,  e l s e ,  i d e n t i f y  t h e  c a u s e  o f  th e  e n s u i n g  p a r a d o x .  T h e  l e n g t h  o f  t h i s
d e r i v a t i o n  h a s  m a d e  it  m a n d a t o r y  t o  c a r r y  i t s  t e r m i n a t i o n  i n t o  a  P a r t  I I  o f
t h e p r e s e n t  p a p e r  w h i c h  i s  d es i g n a t e d  a s  P a r t  I .  B e f o r e  c o m m e n c i n g  w i t h
t h e  p a r a d o x i c a l  d e r i v a t i o n  i t s e l f ,  w e  o u t l i n e  t h e a p p r o a c h  w h i c h  h a s  b e e n
t a k e n  f o r  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  t h i s  d e r i v a t i o n  i n  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  i m m e d i a -
t e l l y  b e l o w.
0 . 1 . L e t  A r i  d e n o t e  a  f r a g m e n t  o f  p r i m i t i v e  r e c u r s i v e  ( p . r. )  a r i t h m e t i c  —
a s s u m e d  f o r m a l l y  t o  b e  c o n s i s t e n t  —  a n d  f o r  w h i c h  G ö d e l ’s  i n c o m p l e t e n e s s
t h e o r e m s  a r e  p r o v a b l e .  L e t  M A r i  d e n o t e  t h e  m e t a t h e o r y  o f  A r i .  F u r t h er ,  l e t
E n d e n o t e  a  1 - 1  e n u m e r a t i o n  i n  t e r m s  o f  w h i c h  b   ‘ E n - r e p r e s e n t s ’  t h e  p . r.
c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  o f  A r i ’s  p ro o f  r e l a t i o n ;  l e t b b e  a n  u n r e s t r i c t e d
v a r i a b le  i n  t h e  l a n g u a g e ,  L A r i ,  o f  A r i  a n d f t h e  G ö d e l n u m b e r  ( i n  t e r m s  o f
E n )  o f  t h e  f a l s u m  s y m b o l  f  ( w h i c h  d e n o t e s  t h e  ‘ a n t i - a x i o m ’  0  =  1 ) ;  t h e n ,
t h e f o l l o w i n g  i - t e r m ,  d e n o t e d b y  w b ,  s h a l l b e l o n g  t o  t h e  l a n g u a g e  L A r i :
i b ( b ( b , f )  =  0  & ¬ $ q ( q < b & b ( q , f )  =  0 ) .
~ . b  =  0  &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ) .
( I n  ( a p p r o x i m a te )  w o r d s :  g i v e n  E n , w b s h a l l  e q u a l  t h e  s m a l l e s t  g ö d el  n u m -
b e r  o f  p r o o f ,  i n  A r i ,  o f  f if  t h e r e  e x i s t s  s u c h  a  p r o o f  o r,  e l s e ,  w b s h a l l
e q u a l  z e r o  a n d  t h e r e  e x i s t s  n o  ( G ö d e l  n u m b e r  o f )  p r o o f ,  in  A r i ,  o f  f . )
T h e n ,  a s s u m i n g  t h e  a c c e p t a n c e ,  f o r  A r i,  o f  t h e  f o l l o w i n g  i n s t a n c e  o f
t e r t i u m  n o n  d a t u r :
T N Df : $ b b ( b , f )  =  0  ~ ¬ $ b b ( b , f )  =  0 ;
t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a  ,  l a b e l e d  ( M - w b ) ,  i s  A r i - p r o v a b l e :
( M - w b ) : b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q < w b &  b  ( q , f )  =  0 ) .
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~ . w b  =  0  &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 .
( I n t u i t i o n i s t i c a l l y ,  o n l y  t h e  d o u b l e  n e g a t i o n  o f  t h i s  f o r m u l a  i s  A r i - p r o v a -
b l e . ) .
S i n c e  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l  b   i s  p . r.  i t  i s  d e c i d a b l e  i f  b  ( w b , f )  =  0  o r  1 ,
p ro v i d e d t h a t  w b i s  p . r.  c o m p u t a b l e .  B y  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  g i v e n  t o  t h e  s y m -
b o l s  i n  M - w b ,  i t  s h a l l  f o l l o w  t h a t ,  i f w b  =  0 ,  t h e n b  ( w b , f )  =  1   b e c a u s e  0
s h a l l ,  b y  d e f i n i t i o n ,  n o t  b e  a  G ö d e l  n u m b e r  o f  a n y  p r o o f  ( o r  a n y  o b j e c t  i n
L A r i ) ;  a n d  i f  0  < q <  w b ,  t h e n  b  ( q , f )  =  1  s i n c e w b e q u a l s  t h e  s m a l l e s t
G ö d e l  n u m b e r  o f  A r i - p r o o f  ( i f  a n y )  o f  f  . T h u s ,  b  ( w b , f )   e q u a l s  1  u n l e s s
A r i  i s  i n c o n s i s t e n t  i n  w h i c h  c a s e  b  ( w b , f )  =  0  h o l d s  a n d  w b d en o t e s  t h e
s m a l l e s t  G ö d e l n u m b e r  o f  A r i - p r o o f  o f f .  T h a t  i s ,  u n l e s s  A r i  i s  i n c o n s i s -
t e n t ,  b  ( w b , f )  w i l l  a l w ay s  e q u a l  1  a n d  w b w i l l  e q u a l  0 .  S o ,  i n  M A r i , u n d e r
t h e f o r m a l  a s s u m p t i o n  t h a t  A r i  i s  c o n s i s t e n t , t h e  f i r s t  m e m b e r  o f  t h e  d i s -
j u n c t i o n  M - w b i s  d i s p r o v a b l e  a n d ,  t h e r e f o r e ,  t h e  s e c o n d  m e m b e r  o f  t h i s  d i s -
j u n c t i o n ,
w b  =  0  & ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ,
f o l l o w s .  T h e  s e c o n d  me m b e r  o f  t h i s  c o n j u n c t i o n  m a y  a l s o b e  w r i t t e n  a s  
( L - b ) $ b b  ( b , f )  =  0  É  f
t h e A r i - p r o o f  o f  w h i c h  c o n t r a d i c t s  G ö d e l ’s  s e c o n d  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m
w h i c h  a s s e r t  t h a t  t h e  f o r m u la  L - b i s  p r o v a b l e  o n l y  i f  A r i  i s  i n c o n s i s te n t .
R e m a r k . S i n c e  b i s  u n r e s t r i c t e d ,  t h e  f o r m u l a  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0   i s  a  s t an -
d a r d  f o r m u l a  e x p r e s s i n g ,  i n  L A r i ,  t h e  ( c l a s s i c a l )  c o n s i s t e n c y  o f  A r i .  T h e
f o r m u l a  L - b  s h a l l  b e  a b b r e v i a t e d  b y  C o n b A r i o r  s i m p l y  b y  C o n A r i .  T h i s  f o r -
m u la  i s  p r o v a b l y  e q u i v a l e n t ,  i n  A r i ,  t o  G ö d e l‘ s  o r i g i n a l  f o r m u l a  a s  g i v e n  i n
[ H i l b e r t - B e r n a y s ,  1 9 3 9 ] .  C l e a r l y,  a l s o  t h e  e q u a l i t y  w b  =  0  i s  p r o v a b l y  e q u i -
v a l e n t ,  i n  A r i ,  t o  t h e  l a t t e r.
0 . 2 . T h e p r o o f  o f  t h e  G ö d e l ‘ s  c o n s i s t e n c y  f o r m u l a  i n  a  c o n s i s t e n t  f o r m a l
s y s t e m  f o r  w h i c h  a l s o  G ö d e l ’s  s e c o n d  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  c a n  b e  p r o -
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v e d  i s  a n  i n c i d en t  w h i c h  w e  s h a l l  r e f er  t o  a s  t h e  G ö d e l - We t t e p a r a d o x .
R e ma r k  t h a t  t h i s  i s  a  p a r a d o x  a l l o w e d  b y  t h e  m e t a t h e o r y ,  M A r i ,  r a t h e r  t h a n
a  d i r e c t  i n c o n s i s t e n c y  p r o o f  o f  t h e  f o r m a l  s y s t e m  A r i  i t s e l f  —  p ro v i d e d t h a t
G ö d e l ‘ s  s e c o n d  i n c o m p l e t e n e s s  t h e o r e m  i s  a c c e p t e d  f o r  A r i .  I n  t h i s  r e s p e c t ,
o u r  c l a i m s  a r e  n o t  a s  s t r o n g  a s  We t t e ’ s  —  c f . [ W E T T E ,  1 9 7 1 ] , [ W E T T E ,  1 9 7 4 ] .  
0 . 2 . 1 . T h e t a s k  o f  o b t a i n i n g  a n  A r i - p r o o f  o f  L - b w i l l  b e  r e d u c e d  t o  t h e t a s k
o f  o b t a i n i n g  a n  A r i - p r o o f  o f  t h e  ’ w b - i n s t a n c e ’ ,
( L - ) : b  ( w b , f )  =  0  É  f ,  
o f  L - b , w h i c h  i s  A r i - p r o v a b l e  a s  f o r m u l a  6 6 7 .  o f  t h e  p r o o f  1 . - 6 8 6 a . o f  L - b ,
b e l o w .  T h e  A r i - p r o v a b i l i t y  o f  t h e  f o r m u l a  L - s u f f i c e s  f o r  t h e  A r i - p r o v a -
b i l i t y  o f  $ b b  ( b , f )  = 0  É  f ,  f o r m u l a  6 8 6 . ,  b e l o w,  s i n c e  t h e  f o r m e r  f o r m u -
l a  d i s p r o v e s  t h e  f i r s t  m e m b e r  o f  t h e  d i s j u n c t i o n  M - w b .  I n s p e c t i o n  o f  t h e  t h e
f o r m u l a e  6 3 3 w b -  6 8 6 a .  o f  t h e  p r o o f  1 . - 6 8 6 a . ,  b e l o w,  s h o w s  t h a t  o n l y  p ro -
p o s i t i o n a l s t e p s  a r e  i n v o l v e d  i n  t h e  o b t a i n i n g  o f  L - b f r o m  L - .
I n  o r d e r  t o  p r e p a r e t h i s  l a s t  s t e p ,  t h e  t a s k  o f  p r o v i n g ,  in  A r i ,  t h e  f o r -
m u la  L - s h a l l  b e  r e d u c e d  t o  a  p r o o f  b y  a  s p e c i a l  f o r m  o f  i n d u c t i o n ,  c a l -
l e d  ‘ m p - i n d u c t i o n ’ ,  o f  t h e  ‘ o p e n  r e f l e c t i o n  f o r m u l a ’  ( a l s o  r e f e r e d  t o  a  t h e
p ro o f - t r u t h - i m p l i c a t i o n  ( p . t . i . )  i n  t h e  P r e f a c e )   b 1 ( µ )  =  0  É  F ( µ ) 0 i n  w h i c h
b 1 d e n o t e s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  s y m b o l o f  A r i ’s  p ro o f  p r o p e r t y  a n d
F ( µ ) 0 d e n o t e s  a  c l o s e d  f o r m u l a  in  L A r i  p e r  a n  e x t e n d e d  u s e  o f  K l e e n e ’s
m e t a m a th e m a t i c al  n o t a t i o n s  f o r  c l o s e d  a r i t h m e t i c a l  f o r m u l a e  i n  [ K L E E N E ,
1 9 5 2 ]  —  a n d  t h e  c u r r e n t  u s e  o f  t h e s e  n o t a t i o n s  i s  c a p t u r e d  b y  a n  o p e n  ( c o n -
s e r v a t i v e )  e x t e n s i o n ,  A r i n ,  o f  A r i .  T h e  d e t a i l s  a r e  g i v e n  i n  S e c t i o n s  5 ,  6
a n d  A p p e n d i c e s  C ,  D 1  a n d  D 2 ,  b e l o w.
E s s e n t i a l  f o r  t h e  c o n v i n c i n g n e s s  o f  t h e  p r o o f  1 . - 6 8 6 a . ,  b e l o w,  i s  t h e
p o s s i b i l i t y  t o  r e s t r i c t  t h e  f r e e  v a r i a b l e  d e n o t e d  b y  µ  t o  v a l u e s  £  w b i n  t h e
p r o o f  o f  t h e  m p - i n d u c t i o n  f o r m u la  a n d ,  h e n c e ,  t h r o u g h o u t  t h e p r o o f  1 . -
6 8 6 a . .  T h i s  p o s s i b i l i t y  w i l l  b e  c o n f i r m e d  a n d  s o  w i l l  t h e  G ö d e l - Wet t e  p a r a -
d o x .  H o w e v e r,  t h e s e  c o n f i r m a t i o n s  w i l l  b e  c o m p l e t e l y  s u b s t an t i a t e d  o n l y
w i t h  t h e  c o m p l e t i o n  o f  P a r t  I I  o f  t h i s  w o r k  ( i n  p r e p a r a t i o n ) .
0 . 3 . I n  t h e  p r e s en t  P a r t  I  w e  s h a l l  p r o c e e d  a s  f o l l o w s ;  ( i )  f i r s t  w e  s e t  u p
a  d e d u c t i o n 1 . - 6 8 6 a .  o f  C o n b A r i f r o m  a  h y p o t h e t i c a l f o r m u l a  T- A x :
a x A r i ( ( µ ) 0 )  =  0  É  F ( µ ) 0 ,  ,  w h e r e  a x A r i d e n o t e s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c ti o n
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s y m b o l  f o r  A r i ’s  s e t  o f  ( E n - N ’s  o f )  a x i o ms .  ( ii )  S i n c e  t h e  s h o r t e s t  p r o o f  o f
T- A x  k n o w n  t o  u s  e x c e ed s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  w e  s h a l l ,  s e c o n d -
l y,  r a t h e r  p r o v e  o n e  o f  i t s  c o n s e q u e n c e s ,  v i z . ,  f o r m u l a  7 .  ( w h i c h  s e r v e s  a s
t h e ‘ b a s i s  f o r m u l a ’  f o r  t h e  c u r r e n t  a p p l i c a t i o n  o f  mp - i n d u c t i o n ) ;
A n t 1
b 1 ( µ )  É  F ( µ ) 0 ,  w h e r e  A n t 1
b 1 ( µ )  d e f i n e s  t h e  c o n d i t i o n  f o r  t h e  f o r m u l a
b 1 ( µ )  =  0  t o  b e  p r o v a b l e  i n  c a s e  ( µ ) 0 d e n o t e s  E n - N  o f  a x i o m  i n  A r i .  T h e
p r o o f  o f  f o r m u l a  7 .  i s  s k e t c h e d  i n  A p p e n d i x  D 2 .  F i n a l l y,  ( i i i )  f o r m u l a  6 3 0 .
,  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  m p - i n d u c t i o n  s c h e m a ,  i s  p r o v e d  i n  A p p e n d i x  C .  I n  t h i s
w a y ,  a l l  h y p o t h e s e s  o f  t h e  d e d u c t i o n  1 . - 6 8 6 a .  a r e  e l i m i n a t e d  a n d  t h i s
d e d u c t i o n  i s  n o w  a l s o  a  p r o o f  i n  A r i n .  B y  s y s t e m a t i c a l l y  c o n v e r t i n g  t h e
K l e e n e  n o t a t i o n s  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f o r m u l a e  i n  L A r i ,  t h e  l a t t e r  p r o o f ,
e v e n t u a l l y ,  b e c o m e s  a  p r o o f  i n  A r i .  B y  t h i s  l a s t  s t e p ,  t h e  G ö d e l - We t t e  p a r a -
d o x  c a n  n o w  b e  v e r i f i e d  i n  M A r i .  H o w e v e r,  t h e  d e t a i ls  o f  t h i s  v e r i f i c a ti o n
a s  w e l l  a s  t h e  r e s o l u ti o n  o f  t h e  e n s u i n g  p a r ad o x  s h a l l  b e  g i v e n  i n  P a r t  I I
w h e r e  a l s o  o t h e r  m e t a m a t h e m a t i c a l  p a r a d o x e s  c l o s e l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e
p r e s e n t  w o r k  w i l l  b e  e x p o s e d  r e l a t e d  t o  c o m p l e t e n e s s ,  d e c i d a b i l i t y,  t r u t h -
d e f i n i ti o n s  a n d  a  r e s u r g e n c e  o f  R i c h a r d ’s  p a r a d o x  w i t h  r e g a r d  t o  A r i  o r  i t s
e x t e n s i o n s  ( a s  h e r e  c o n s i d e r e d ) .
A c k n o w l e g e m e n t . T h e  p r e s e n t  p a p e r  h a s  b e e n  o r g a n i z e d  a r o u n d  s o m e
l o g i c a l  c h o i c e s  d u e  t o  t h e  s ec o n d  a u t h o r  w h i c h  w e r e  d e v e l o p p e d  w h i l e  s h e
w a s  i n v i t e d  f o r  a  t w o  y e a r  S e m i n a r  o n  t h e  G ö d e l - We t t e  P a r a d o x  o r g a n i z e d
b y  H a r r i e  d e  S w a r t  a t  T i l b u r g  U n i v e r s i t y,  T h e  N e t h e r l a n d s , 1 9 9 7 - 1 9 9 9 .
F u r t h e r  w o r k  o n  t h e  p a p e r  w as  m a d e  p o s s i b l e  b y  i n v i t a t i o n s  b y,  r e s p e c t i v e -
l y,  t h e  M a t h e m a t i c s  C o l l o q u i u m  a t  N o r t h - E a s t e r n  U n i v e r s i t y,  B o s t o n ,  a n d
t h e  C l a y  M a t h e m a t i c s  I n s t i t u t e ,  C a m b r i g e ,  i n  t h e  S u m m e r  o f  2 0 0 0 ,  d u r i n g
w h i c h  t h e  a u t h o r s  e n j o y e d  a n  o p p o r t u n i t y  t o  r e w o r k  a n  e a r l e ar  v e r s i o n  o f
t h is  p a p e r.
1 . T h i s  p a p e r  i s  o r g a n i z e d  a s  f o l l o w s :  S e c t i o n  2  i n t r o d u c e s  t h e  b a s i c
n o t i o n s  o f  t h e  l a n g u a g e ,  L A r i ,  o f  a r i t h m e t i c a n d  f i x es  a  1 - 1  e n u m e r a t i o n  E n
—   b u t ,  t o  r e m a i n  c o n c i s e ,  s k i p s  o v e r  t h e  u s u a l  f o r m a t i o n  r u l e s  f o r  t e r m s
a n d  f o r m u l a e ;  h o w e v e r,  t h e  n o t i o n  o f  d e d u c t i o n  i s  d e t a i l e d  t o g e t h er  w i t h
t h e a s s i g n m e n t s  o f  t h e  c o r r e s p o n d in g  i n t e g e r s  t o  f o r m a l o b j e c t s  i n  a c c o r -
d a n c e  w i t h  t h e  f i x e d  e n u m e r a t i o n  E n .  S ec t i o n  3  p r e s e n t s  t h e  l o g i c a l  a x i o m
s c h e m a t a ,  m e n t i o n e s  s o m e o f  th e  n o n - l o g i c a l  a x i o m s  a n d  s t a t e s  t h e  r u l e s  o f
i n f e r e n c e .  S e c t i o n  4  d e f i n es  t h e  p r o o f  p r o p e r t y  a n d  r e l a t i o n  f o r  t h e  f o r m a l
s y s t e m  A r i .  I n  S e c t i o n  5 ,  w h i c h  i s  c e n t r a l  t o  t h i s  w o r k ,  t w o  ( b a s i c a l l y  c o n -
s e r v a t i v e )  e x t e n s i o n s ,  A r i + a n d  A r i n ,  o f  A r i ,  a r e  i n t r o d u c e d  t o g e t h e r  w i t h
a  s u b s t a n t i a t i o n  o f  t h e  a d d it i o n al  a x i o m s .  F i n a l l y,  S e c t i o n  6  i s  a  p r e s e n t a -
t i o n  o f  t h e  p r o o f ,  1 . - 6 8 6 a . ,  b y  m e a n s  o f  w h i c h  t h e  G ö d e l - We t t e  p a r a d o x c a n
b e  c l a i m e d  t o  e x i s t  .  I n  a d d i t i o n ,  t h e r e  a r e  f o u r  a p p e n d i c e s  t h e  l a s t  t w o  o f
w h i c h  c o n c e r n  t h e  p r o v a b i l i t y  o f  t w o  ( w e l l - k n o w n )  f o r m u l a e  w h i c h  a r e  c r i -
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t i c a l  f o r  t h i s  w o r k .  H o w ev e r,  t h e  c o m p l e t e  p r o o f s  o f  t h e s e  t w o  f o r m u l a e
w i l l  e x c e e d  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p r e s e n t  p a p e r  a n d  t h e r e f o r e  t h e y  w i l l  a p p ea r,
i n  f u l l ,  a s  P a r t  I I  o f  t h i s  p a p e r.  I n  a d d i t i o n ,  P a r t  I I  w i l l  e x h a u s t i v e l y  l i s t
a l l  n o n - l o g i c a l  ax i o m s  u s e d  i n  t h i s  w o r k .
N o t e s  ar e  c o l l e c t e d  a s  e n d n o t e s  a n d  a r e f o u n d  d i r e c tl y  a f t e r  t h e m a i n  d e r i -
v a t i o n .  R ef e r e n c s  a r e c o l l e c t e d  a t  t h e  en d  o f  t h e  p r e s e n t p a p e r.
2 . M o s t  o f  t h e  m e t a m a t h e m a t i c a l  t e r m i n o l o g y  w i l l  b e  s t a n d a r d  w i t h  t h e
o n l y  e x c e p t i o n  b e i n g  t h e  u s e  o f  t h e  n o t i o n s  o f  n u m e r o i d  an d  t e r m o i d a n d
t h e u s e  o f  E n - N ’s  i n  p l a c e  o f  G ö d e l  n u m b e r s .  T h e s e  n o t i o n s  w i l l  b e  s u f f i c i -
e n t l y  e x p l a i n e d ,  b e l o w.  I n  g e n e r a l ,  t h e  E n - N  o f  a n y  o b j e c t ,  E ,  i n  L A r i  s h a l l
b e  d e n o t e d  b y  p E ,  a n d  t h i s  n o t a t i o n  w i l  b e  s p e c i f i e d  b e l o w  f o r  d i f f e r e n t
c a s e s  o f  E .  T h e  o b j e c t  E  s h a l l  a l w a y s  b e  d e t e r m i n e d  b y  p E s o  t h a t  t h e  e q u -
a l i t y  p C =  p D s h a l l  e n t a i l  th e  c o i n c i d e n c e  o f  C ,  D .  T h e  u n i q u e n e s s  o f  p E ,
f o r  e a c h  o b je c t  E  i n  L A r i ,  s h a l l  b e  e n t a i l e d  b y  b y  t h e  i n tr o d u c t i o n  o f  e a c h
p E a s  a  p o s i t i v e i n t e g e r  a n d  t h e  u n i q u e n e s s  o f  t h e  G a u s s i a n  d e c o m p o s i t i o n
f o r  p o s i t i v e  i n t e g e r s :
m =  2
( m )
0 ·  3
( m )
1 ·  …  · pl ( m )
l ( m )
,
f o r  e a c h  p o s i t i v e m ( s ee  p p . )
L A r i  s h a l l  d e n o t e  a  c e r t a i n  f r a g m en t  o f  a  l a n g u a g e  o f  p . r.  a r i t h m e t i c  a n d
E n s h al l  d e n o t e  a 1 - 1  e n u m e r a t i o n o f  L A r i  w h i c h  u n i q u e l y  a s s i g n e s  a n  e n u -
m e r a t i o n  n u m b e r  ( E n - N )  t o  e a c h  o b j e c t  i n   L A r i .  E a c h  s u ch  n u m b e r  s h a l l  b e
i n t e n d e d  a s  a  Z i f f e r ( i n  t h e  s e n s e  o f  [ H i l b e r t - B e r n a y s ,  1 9 3 9 ] )  w h i c h  i n  t h i s
w o r k  s h a l l  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a n  e n t i t y  c a l l e d  ‘ n u m e r o i d ’ ,  i . e .  t h e  e q u a l i t y
b e t w e e n  s u c h  a n  i n t e g e r  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  n u m e r o i d  b e l o n g s  t o  M A r i
( s e e  b e l o w ) .  L A r i ‘ s  e x p r e s s i o n s  p a r t i t i o n  i n t o  t w o  c l a s s e s ,  v i z .  ( i )  t h e  i n d e -
c o m p o s a b l e  s y m b o l s a n d  ( i i )  a l l  o t h e r  e x p r e s s i o n s .
2 . 1 . E x c e p t i n g  f u n c t i o n  s y m b o l s ,  L A r i  s h a l l  c o n t a i n  t h e  f o l l o w i n g  f o u r
s o r t s o f  i n d e c o m p o s a b l e  s y m b o l s ,  o n l y :
( 1 ) .  v a r i a b l e s : m 1 ,  m 2 ,  m 3 ,  … ;  e a c h  v a r i a b l e ,  m i  , s h a l l  b e  a s s i g n e d  th e   E n - N
2 9 i ,  f o r   i   d e n o t i n g  a  p o s i t i v e i n t e g e r  1 ,  2 ,  3 ,  … ;
( 2 ) .  n u m e ro i d s :  0 ,  S u 0 ,  S u S u 0 ,  … ,  S u n 0 ,  … ;  e a c h  n u m e r o i d ,  S u n 0  ,  s h a l l  b e
a s s i g n e d  t h e   E n - N   2 3 s u c  ( n )  ( =  2 3 n + 1 ) , w h e r e   s u c   d e n o t e s  t h e  f u n c t i o n
s y m b o l  f o r  s u c c e s o r  a n d   n t a k e s  a l l  i n t e g e r  v a l u e s ;
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( 3 ) .  b i n a r y  p re d i c a t e s y m b o l s :  =  ,  < , £  ;  a s s ig n e d ,  r e s p e c t i v e l y,  t h e  E n - N ' s
1 5 ,  2 5  a n d  3 5 ;
( 4 ) . l o g i c a l  s y m b o l s :  É ,   &  ,   ~ ,   "  ,   $  ,   i  ;  a s s i g n e d ,  r e s p e c t i v el y,  t h e
E n - N ' s  3 ,  5 ,  7 ,  11 ,  1 3  a n d  1 1 3 .
Te r m s  ( h e r e  u s u a l l y  r e f e r e d  t o  as  ‘ t e r m o i d s ’ ,  s e e b e l o w )  a n d  f o r m u l a e
a r e  i n d u c t i v e l y  d e f i n e d  a s  c er t a i n  t r e e s  i n  t h e  u s u a l  w a y  s o  t h a t  g i v e n  t h e
a b o v e  a s s i g n m e n t  o f  E n - N ‘ s  t o  L A r i ‘ s  i n d e c o m p o s a b l e  s y m b o l s ,  a n y  t e r m o i d
o r  f o r m u l a   m a y,  u n i q u e l y,  b e  a s s i g n e d  a n  E n - N  a c c o r d i n g l y.
T h e  f o l l o w i n g  s p e c i a l  n o t a t i o n s  s h al l  b e u s e d :  i f  t  i s  a n  a n y  t e r m  o f  L A r i ‘ s ,
t h en  t t s h a l l  d e n o t e  i t s  E n - N  w h i l e i f  t  i s  a  c l o s e d  t e r m  o f  L A r i ‘ s  i t s  E n - N
m a y  a l s o  b e  d e n o t e d  b y  t ;  a n d  i f  E  i s  a n  a n y  f o r m u l a  i n  L A r i ,  t h e n  n E s h a l l
d e n o t e  i t s  E n - N  w h i l e  if  E  i s  a  c l o s e d  f o r m u l a  i n  L A r i ,  E m a y  a ls o  d e n o t e
i t s  E n - N U n l e s s  o t h er w i s e  s p e c i f i e d ,  t h e s e  s p e c i al  n o t a t i o n s  s t a n d  f o r
n u m e ro i d s ,  i . e . f o r m a l  o b j e c t s  o f  L A r i .
T h e  f u n ct i o n  s y m b o l s  i n  L A r i  s h a l l  b e ,  o n l y,  u n a r y,  b i n a r y  a n d  t e r n a r y.
T h e i r  E n - N ‘ s  w i l l  b e  i n t r o d u c e d ,  f o r  t h e  u n a r y  s y m b o l s ,  a s  7 1 1 ,  7 1 2 ,  … ,
7 1 t a 1 ,  f o r  t h e  b i n a r y  s y m b o l s ,  7 3 1 , 7 3 2 ,  … ,  7 1 t a 2 ,  f o r  t h e t e r n a r y  s y m b o l s  —
a s  7 9 1 , 7 9 2 ,  … ,  7 9 t a 3 ,  w h e r e  t a 1 ,  t a 2 ,  t a 3 s t a n d  f o r  t h r e e  i n t e g e r s  w h i c h
a l w a y s  w i l l  b e  s u p p o s e d  g i v e n  i n  a  Ta b l e ,  Ta  ( =  È Ta i ,  i  =  1 , 2 , 3 ) ,  i n  w h i c h
t h es e  E n - N ‘ s  w i l l  b e  s p e c i f i e d  f o r  e a c h  f u n c t i o n  s y m b o l  i n  L A r i .  I n  p a r t i -
c u l a r ,  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l s  
s u c ,  +  ,  ·  ,
w i l l  b e  a s s i g n e d  t h e  En - N ‘ s  7 1 1 ( =  7 1 ) ,  7 3 1 ( =  7 3 ) ,  7 3 2 ,  r e s p e c t i v el y.  T h u s ,
t h e s y m b o l s  f o r  t h e  f u n c t i o n s  u s e d  i n  t h e  s y s t e m  o f  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ]  c h a p t e r
I V,  § 1 9 ,  ar e  i n t r o d u c e d ,  a n d  f o r  e a c h  o t h e r  f u n c t i o n  s y m b o l  t h e y  w i l l  a p p e r
i n  Ta i ,  i  =  1 , 2 , 3 ,  i n  a n  o r d e r  w h i c h  w i l l  b e ,  i n  c a s e  o f  n e e d ,  s p e c i f i e d .  I n
g e n e r al ,  t h e  E n - N  o f  f u n c t i o n  s y m b o l ,  c ,  i n  L A r i ,  s h a l l  b e  d e n o t e d  b y  r c f o r
i t s  s p e c i a l  n o t a t i o n .
A d d ( 4 ) . S i n c e  A r i  w i l l ,  ev e n t a l l y,  b e  s u b j e c t e d  t o  a  f i n i t i s t i c i n t e r p r e t a -
t i o n  w e  m u s t  i n s i s t  t h a t  n e g a t i o n ( ¬ )  i s  a  d e f i n e d  s y m b o l  i n  L A r i  ( v i a   É
a n d  t h e  a b s u r d  e q u a l i t y   0  =  S u 0   ) .  S o ,  f o r  a n y  f o r m u l a  E  i n  L A r i ,  t h e
i m p l i c a t i o n  E  É 0  =  1  —  o r,  s h o r t e r,  E  É f  , w i l l  o f t e n  b e  a b r i g e d  a s  ¬ ( E )  —
o r  a s  ¬ E  w h e n  t h e  p a r e n t h e s e  c a n  e a s e l y  b e  r e s t o r e d .
A d d ( 2 ) . A l s o  r em a r k  t h a t  e a c h  n u m e r o i d ,  S u n 0  ,  w i t h  e x a c t l y  n  o c c u r r en -
c e s  o f  t h e  s y m b o l  S u  ,  i s  n o t  o n l y  a n  i n d e c o m p o s a b l e o b j e c t  b u t ,  i n  a d d i -
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t i o n ,  i s  u n i q u e l y  o b t a i n a b l e ,  e x c e p t  f o r  0 ,  b y  c o n c a t e n a t i n g  t h e  s y m b o l  S u
t o  i t s  p r e d e c e s s o r  S u n 1 1 0 .  T h u s ,  i f   m < n ,  t h e n  S u m 0  i s  n o t i d e n t i f i e d  w i t h
a  ‘ p a r t ’  o r  ‘ i n i t i a l  s e g m e n t ’  o f  S u n 0  .  T h e  b o l d  l e t t e r s   m ,   n ,  a b o v e ,
d e n o t e  p a r a m e t e r s t a k in g  a l l  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r  v a l u e s .  R e m a r k  f u r t h e r
t h a t ,  i n t h e  m e t a t h e o r y ,  M A r i,  e a c h E n - N  i s  c o n s i d er e d  a s  e q u a l  t o  i t s
n u m e ro i d .  F o r  f u r t h e r  d e t a i l s ,  r e f e r  to  E N D N O T E  A .
2 . 1 . 1 . A l l  o b j e c t s ,  i . e .  t e r m o i d s  ( i n c l u d i n g ,  i n  p a r t i c u l a r,  t h e  i n d e c o m p o s a -
b l e  te r m o id s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  a b o v e ) ,  a n d  f o r m u l a e ,  a s  w e l l  a s  d e d u c t i o n s  a n d  p r o -
o f s ,  a r e  t h u s  t o  b e  a s s i g n e d  En - N ’s  i n  t h e  u s u a l  w a y  i n  t e r m s  o f  th e i r  t r e e
c o n s t r u c t i o n s  ( s a y,  a s  i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ) .  I t  s u f f i c es  h e r e  t o  l i m i t  t h e
d e s c r i p t i o n  o f  t h i s  a s s i g n m e n t  t o  t h o s e  c a s e s  w h i c h  e x p l i c i t l y  w i l l  b e  a t
i s s u e  a n d ,  t h u s ,  w e  f o r e g o  a l l  i r r e l e v a n t  d e t a i l s .  T h u s ,  o n l y  t h e  a s s i g n m e n t
o f  E n - N ‘ s  t o  d e d u ct i o n s  a n d  p r o o f s  w i l l  b e  s h o w n  i n  s o me  d e t a i l  s u f f i c i e n t
f o r  t h e  p u r p o s e  o f  t h e  p r e s e n t  w o r k .
( T h e  n o t i o n s  o f  ‘ t e r m o i d ’ ,  ‘ f o r m u lo i d ’ ,  ‘ d e d u c t o i d ’  a n d  s o  o n  ( s e e
[ Y E S S E N I N - V O L P I N ,  1 9 7 0 ] )  a r e  u s e d  b y  u s  i n  c o n t e x t s  f o r  w h i c h  n o  ( g e n u i n e )
c o n s i s t e n c y  p r o o f  i s  a v a i l a b l e  in  t h e  l i t t e r a t u re a n d ,  t h u s ,  t h i s  ( g e n u i n e )
l a c k  m a k e s  t h e  u s e  o f  t h e  t r a d i t i o n a l  t e r m i n o l o g y  ( ‘ t e r m s ’ ,  ‘ f o r m u l a e ’ ,
‘ d e d u c t i o n s ’ )  ( g e n u i n l y )  p o t e n t i a l l y  r i s k y i n  s u c h  c o n t e x t s  —  i n  p a r t i c u l a r
i n  t h e  v i c i n i t y  o f  ( p o t e n t i a l l y  g e n u in e )  p a r a d o x e s .  H o w e v e r,  i n  t h i s  p a p e r
w e  r e s t r i c t  o u r  u s e  o f  t h e  a n t i - t r a d i ti o n a l o r  u l t r a - i n t u i t i o n i s ti c  v o ca b u l ar y
t o  t h e  n o t i o n s  o f  t e r m o i d a n d  n u m e ro i d ,  o n l y  —  b u t  w e  w i l l  r e i n t r o d u c e ,
w h e n  n e e d  b e ,  t h e  f u l l  a n t i - t r a d i t i o n a l  t e r m i n o l o g y  a s  a  n e c e s s a r y  m e a n s
f o r  r e s o l v i n g  t h e  G ö d e l - We t t e  p a r a d o x  a n d  o t h e r  p a r a d o x e s  c o n n e c t e d  w i t h
t h e  r a m i f i c a t i o n s  o f  t h e  a p p r o a c h  e x p l o r e d  i n  t h e  p r e s e n t  w o r k ) .
A  d e d u c t i o n  m a y  b e  c a r r i e d  o u t  e i t h e r  i n  t h e  c l o s e d l o g i c ,  L o ,  o r  i n  t h e
o p e n l o g i c ,  l o .  T h e  c l o s e d  l o g i c  r e q u i r e s  t h a t  a l l  f o r m u l a  i n  a  d e d u c t i o n  E
b e  c l o s e d ,  ( t h e  f o r m u l a e  ‘ o f  E ’ ,  b e i n g  t h o s e w h ic h  a r e  m e m b e r s  o f  t h e  t r e e
o f  t h e  d e d u c t i o n ) ;  in  t h e  o p e n  l o g i c  t h i s  r e s t r i c t i o n  i s  l i f t e d .  T h i s  c o n c e r n s ,
i n  p a r t i c u l a r,  t h e  a x i o m s  o f  t h e  s y s t e m ;  t h e y  a r e i n t r o d u c e d  d i f f e r e n t l y  f o r
t h e  v e r s i o n s  o f  A r i  w i t h  t h e  l o g i c s  L o a n d  l o .  T h e s e  t w o  v e r s i o n s  s h a l l  b e
d e n o t e d  b y  A r i  a n d  A r i o ,  r e s p e c t i v e l y.  D e r i v a t i o n s  ( i . e .  d e d u c t i o n s  a n d  p r o -
o f s )  i n  t h e  o p e n  l o g i c  a r e  u s e f u l  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  s h o r t en i n g  t h e i r  p r e s e n -
t a t i o n s .
2 . 1 . 2 . L e t  E b e  a  d e d u c t io n  i n  A r i  o r  i t s  e x t e n s i o n ( s ) .
T h en  E a n d  i t s  d e d u c t i o n  t r e e ,  T E ,  s h al l  b o t h  b e  c a l l e d  t r i v i a l i f  E c o n -
s i s t s  o f  a  s i n g l e  f o r m u l a ,  E  ,  i n  w h i c h  c a s e  E  m u s t  b e  ei t h e r  ( i )  a  c l o s e d
f o r m u l a ,  o r,  i f  t h e  d e d u c t i o n  i s  g i v en  i n  t h e  o p e n  l o g i c ,  ( i i )  E   m a y  b e  a n y
f o r m u l a ;  a n d  i f  E  i s  a l s o  a  p r o o f ,  E  m u s t  a l s o  b e  a n  a x i o m i n  A r i ,  A r i o o r
t h ei r  r e s p e c t i v e  e x t en s i o n ( s )  ( a s  d e f i n e d  i n  th i s  w o r k ) .
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O n  t h e  a s s u mp t i o n  t h a t   n E ,  t h e  E n - N  a s s i g n e d  t o  E ,  i s  g i v e n ,  t h e  t r i v i a l
d e d u c t io n  E a s  w e l l  a s  i t s  d e d u c t i o n  t r e e  T E s h a l l  b o t h  b e  a s s i g n e d  E n - N
2 n E
w h e t h e r  t h e  l o g i c  i s  c l o s e d  o r  o p e n .  I f  E  i s  t h e  r o o t  f o r m u l a ( h e r e  a l s o
d e n o t e d  b y r E ) o f  a  t r i v i a l  d e d u c t i o n  E ,  t h e n   µ E s h a l l  d e n o t e  E n - N  o f  t h i s
d e d u c t i o n .  I t  i s  ea s y  t o  s e e  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  e q u a l i t y,  a l s o  c a l le d  t h e
d e d u c t i o n ( p ro o f ) - r o o t - c o r r e l a t i o n ,  h o l d s ;
( r 1 ) ( µ E ) 0 =  n E —   s i n c e  µ E =  2 n E  a n d  2  i s  t h e  0 t h p r i m e ,  p 0 .
2 . 1 . 3 . L e t  E b e  a  n o n - t r i v i a l  d e d u ct i o n ,  t h e n  i t s  r o o t ,  r E  ,  i s  t h e  u n i q u e
m e m b e r  o f   T E w h i c h  g e n e r a t e s  t h e  b r a n ch ,  g r o w i n g  f r o m  r E ,  w h i c h  c o i n -
c i d e s  w i t h T E ;  a l s o ,  t h e  l o w e r m o s t  n o d e
E 1 ,  …  ,  E s– – – – – – – – –
r E
o f  T E i s  u n i q u e .
L e t ,  f o r  i  =  1 ,  …  ,  s  ,  t h e  b r a n c h   b r E i o f  T E g e n e r a t e d  b y  t h e  b e g i n n i n g ,
E i ,  o f  t h i s  n o d e  b e  a s s i g n e d  t h e  E n - N  µ E i .  T h e n  t h e  E n - N  ,   µ E ,  o f   t h e
o b j e c t   T E a s  w e l l  a s  t h e  d e d u c t i o n  i t  r e p r e s e n t s  a r e  b o t h  a s s i g n e d  t h e
E n - N  
2 n E  · Õ
s
g = 1
p g
µ E i ,
w h e r e  p g d e n o t e s  t h e  g t h p r i m e .  ( p 0 = 2 ,  p 1 =  3 ,  p 3 =  5 ,  p 4 =  7 ,  … ) .
C l e a r l y ,  a l s o  f o r  t h i s  c a s e  t h e e q u a l i t y  ( o r  d e d u c t i o n  ( p r o o f ) - r o o t - c o r r e l a -
t i o n )
( r 1 ) ( µ E ) 0 =  n E
m u s t  h o l d  .
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S i n c e  a n y  s u b t r e e ,  T E* ,  o f  T E i s  a l s o  a  d e d u c t i o n  t r e e  w it h  s o m e  r o o t
f o r m u l a ,  r E * ,  t h e  a b o v e  d e s c r i b e d  a s s i g n m e n t  w o r k s  f o r  a n y  b r a n c h  o f  T E .
I n  m o r e  d e t a i l :  E a c h  n o d e  o f  a  d e d u c t i o n  t r e e  s h a l l  d e t e r m i n e  t h e  b r a n c h ,
b r E ,  o f  t h e  t r e e  g e n e r a t e d  b y  t h e  c o n c l u s i o n ,  E ,  o f  t h a t  n o d e.  L e t  D 1 ,  …  D r
b e  a l l  p r e m i s s e s  o f  t h a t  n o d e  ( w h i c h  s h a l l  a l w a y s  b e c o n s i d e r e d  i n  a  d e f i n i -
t e  o r d e r ) ,  a n d  l e t ,  f o r  g  =  1 ,  … ,  r ,  b r D g d e n o t e  t h e  b r a n c h  o f  t h e  t r e e  g e n e -
r a t e d  b y  t h e  p r e m i s e  D g ,  a n d  a  n u m b e r  µ D g
,  b e  g i v e n  a s  a  E n - N  o f  b r D g .
T h e n
µb r E =  2
n E · Õ
r
g = 1
p g
µ D g ,
s h a l l  b e  a s s i g n e d  a s  t h e  E n - N  t o  b r E .
T h u s ,  e a c h  b r an c h  o f  a  d e d u c t i o n  t r e e  s h a l l  b e  a s s i g n e d  a  E n - N ;  t h e  t r e e
i t s e l f  s h a l l  b e  a s s i g n e d  t h e  n u m b e r  o f  t h e  b r a n c h  g e n e r a t e d  b y  i t s  r o o t ,  a n d
t h i s  b r a n c h  s h a l l  b e  i d e n t i f i e d  w i t h  t h e  t r e e ,  a n d  t h i s  n u m b e r  s h a l l  a l s o  b e
c o n s i d e r e d  a s  t h e  n u m b e r  o f  t h e  d e d u c t i o n  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  tr e e .
2 . 1 . 4 . F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e ,  s  =  2 ,  w h e n  t h e  l o w e r m o s t  n o d e  i s  t h e  m o d u s
p o n e n s  w i t h  t h e  p r e m i s e s  E 1 a n d  E 1 É  E ,  a n d  —  µ E 1
a n d  µ E 1 . E 
b e i n g ,
r e s p e c t i v e l y ,  t h e  E n - N ‘ s  o f  t h e  b r a n c h e s  o f  t h e s e  p r e m i s s e s ,  t h e  b r a n c h  g r o -
w i n g  f r o m  t h e  c o n c l u s i o n ,  E ,  s h a l l  b e  a s s i g n e d  t h e  E n - N
M p ( µ E 1
, µ E 1 . E
)  
w h i c h  e q u a l s ,  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h i s  s t i p u l a t i o n ,  t h e  p r o d u c t
µ E =  2
n E · 3 µ E 1 ·  5 µ E 1 . E ;
T h e  b i n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l  M p  t h u s  i n t r o d u c e d  i s  p . r.  a n d  i t  w i l l  b e  i n cl u -
d e d  i n  L A r i .
I n  t h i s  w a y  e a c h  b r a n c h  o f  T E i s  a s s i g n e d  a  E n - N  a n d  a  c o u r s e - o f - v a l u e s
i n d u c t i o n  o n  t h e  h e i g h t  o f  T E ,  e v e n t u a l l y,  a s s i g n e s  e a c h  d e d u c t i o n ,   E   , a
u n i q u e  E n - N ,  µ E .
2 . 1 . 5 . F o r  th e  c a s e  w h e n  a  d e d u c t i o n ,   E ,  i s  c a r r i e d  o u t  i n  t h e  o p e n  e x t e n -
s i o n  A r i n o f  A r i ,  t h e  r u l e  G e n ( s e e  p . 3 2 ,  b e l o w )  g i v e s ,  f o r  a  f o r m u l a   E ( µ )
28
c o n t a i n i n g  t h e  v a r i a b le   µ   f r e e l y,  t h e  c o n c l u s i o n   " µ E ( µ ) ,  d e n o t e d  b y  E ,
a n d  t h e  E n - N  ,   ¶ E ,  o f   t h e  o b j e c t   T E s h a l l  e q u a l
2 n " µ E ( µ)  · 3 ¶ E ( µ ) ,
w h e r e   ¶   i s  u s e d  a s  a  s p e c i a l  n o t a t i o n  t o  i n d i c a t e  E n - N  o f  d e d u c t i o n  i n  t h e
o p e n  lo g i c ,  l o .  T h e  d e d u c t i o n - r o o t  c o r r e l a t i o n
( ¶ E ) 0 =  n " µE ( µ )   ( =  n E )
2 . 1 . 6 . A s  s o o n  a s  a l l  t o p  f o r m u l a e ,  E 1 ,  … ,  E m ,  o f  a d e d u c t i o n   E  a r e
a x io m s  ( a c c e p t e d  f o r  A r i  o r  i t s  e x t e n s i o n s  i n  t h is  w o r k ) ,  t h en   E  s h al l  a l s o
b e  c a l l e d  a  p ro o f o f  i t s  r o o t  f o r m u l a  .
R e m a r k s . T h e  u s e  o f  t h e  n o t a ti o n  ( n ) g i n  t h e  d e d u c t i o n  ( p r o o f ) - r o o t - c o r r e -
l a t i o n ,  ( r 1 ) ,  a b o v e ,  is  t a k e n  f r o m [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ,  § 4 5 ;  i n  c a s es  w h e n  t h e
u s e  o f  f u n c t i o n a l  n o t a t i o n s  i s  p r e f e r a b l e  i t  s h a l l  b e  d e n o t ed  b y  e x p g :
e x p g =  ( n ) g ,  ( g  =  0 ,  1 ,  2 ,  … ) .
T h es e  e x p g s h a l l  b e  d e a l t  w i t h  a s  t h e  u n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l s ,  i . e .  g
s h a l l  b e  f i x e d .  A l s o  t h e  i t e r a t e d  n o t a t i o n s
( n ) g , h   f o r  ( n ) g ) h
( n ) g , h , i   f o r  ( n ) g ) h ) i
a r e  b o r r o w e d  f r o m  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ]  a s  a r e  t h e  n o t a t i o n s  f o r  t h e  c o r r e s p o n -
d i n g  u n ar y  f u n c t i o n  s y m b o ls  w h o s e  f u n c t i o n a l  n o t a t i o n s  s h al l  b e  s p e c i f i e d
a s
e x p g , h ;  e x p g , h , i ,  e t c .
F o r  t h e  b e n e f i t  o f  t h e  r e a d e r  u n f a m i l i a r  w i t h  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ,  w e  r e v i e w,
b e l o w ,  t h e s e K l e e n e  n o t a t i o n s  f o r  t h e  v a l u e s  o f  t h e  e x p o n e n t s  o f  t h e  p r i m e
f a c t o r s  o f  a  G a u s s i a n  f a c t o r i z a t i o n  t o g e t h e r  w i t h  s o m e  e q u a l i t i e s  t h a t  o f t e n
o c c u r  t h r o u g h o u t  t h i s  w o r k  o n  ( a n d  o n  t h e  b a s i s  o f  w h i c h  t h e  d e d u c ti o n
( p r o o f ) - r o o t - c o r r e l a t i o n  i s  e s t a b l i s h e d  i n  A r i ) .  R e a d e r s  f a m i l i a r  w i t h  t h e
K l e e n e  n o t a t i o n  f o r  p r i m e  e x p o n e n t s  m a y  s a f e l y  s k i p  r e m a r k  A .  A l s o  t h e
f o l l o w i n g  r e m a r k  B m a y  b e s k i p p e d  s i n c e  i t s  m a i n  p o i n t s  a r e  r e s t a t e d  ( w i t h
l e s s  d e t a il s )  i n  S e c ti o n  4 ,  b e l o w.
29
A . T h u s ,  t o  b e g i n  w i t h ,  u n l e s s  m =  0 ,  e x p i ( m )  d e n o t e s  t h e e x p o n e n t o f  t h e
i t h p r i m e  f a c t o r  a m o n g  t h e  p r i m e  f a c t o r s  o f  m .  I f  m =  0 ,  t h e n  a l s o  e x p i ( m )
=  0 .  We m a y  w r i t e  ( ( m ) i ) j a s  ( m ) i , j ,  ( ( m ) i ) j ) k a s  ( ( ( m ) i , j , k e t c .
N o w ,  M p ( n , q )  c a n  b e  i n t r o d u c e d  i n  t e r m s  o f  i t s  a rg u m e n t s ,  n ,  q ,  a s
s a t i s f y i n g  t h e  e q u a l i t y
M p ( n , q )  =  2 ( q ) 0 , 2 ·  3 n ·  5 q 
( cf .  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ,  § 5 2 ) .
T h u s . , f o r   M p ( n , q )  =  M ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u al i t i e s  m u s t  h o l d ;
( M p . 1 ) ( M ) 0 =  ( q ) 0 , 2
( M p . 2 ) ( M ) 1 =  n ,
( M p . 3 ) ( M ) 2 =  q .
T h u s ,  f o r  M p ( n , q )  =  M  ,  t h e  e q u a l i t y,  a b o v e ,  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  i t s  e q u -
i v a l e n t
M p ( n , q )  =  M =  2 ( M ) 0  ·  3 ( M ) 1  ·  5 ( M ) 2  .
T h e  E n - N  o f  a n  i m p l i c a t i o n E 1 É  E 2 i s  g i v e n  a s ; 2 3 ·  3
n E 1 · 5
n E 2 .  T h i s
g i v e s
( I m . 1 ) ( n E 1 . E 2 ) 0 =  3
( I m . 2 ) ( n E 1 . E 2 ) 1 =  n E 1
( I m . 3 ) ( n E 1 . E 2 ) 2 =  n E 2 .
T h u s ,  f o r   M p ( n , q )  =  M =  M p ( µ E 1 , µ E 1 . E 2 ) ,  t h e s e  e q u a l i t i e s  a n d  t h e
d e d u c t io n - r o o t - c o r r e l a t i o n  g i v e t h e  f o l l ö w i n g  e q u a l i t i e s
( M ) 2 =  ( M p ( n , q ) ) 2 =  ( M p ( µ E 1 , µ E 1 . E 2 ) ) 2 =  µ E 1 . E 2 ;
( M ) 2 , 0 =   n E 1 . E 2 —  a n d ,  f u r t h e r,
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( M p . 4 ) ( M ) 2, 0, 0 = ( n E 1 . E 2 ) 0 =  3
( M p . 5 ) ( M ) 2, 0, 1 =  ( n E 1 . E 2 ) 1 =  n E 1
( M p . 6 ) ( M ) 2, 0, 2 =  ( n E 1 . E 2 ) 2 = n E 2 .
F r o m  t h e  l a s t  t h r e e  l i n e s  o f   e q u a l i t i e s  a n d  ( M ) 2 =  q o n e  o b t a i n s ;
( m p . 1 ) ( q ) 0 , 0 =  3
( m p . 2 ) ( q ) 0, 1 =   n E
1
( m p . 3 ) ( q ) 0, 2 =   n E 2
a n d ,  t h e r e f o r e , b y  ( M p . 6 )  a n d  ( m p . 3 ) ,  t h e  e x p o n e n t   ( q ) 0, 2 i n  M e q u a l s  b o t h
n E 2 a n d   ( M ) 2, 0, 2 :  t h i s  a n d  ( M p . 1 )  g i v e
( M p . 7 ) ( M ) 0 =  ( M ) 2, 0, 2 .
I f  r o    d e n o t e s  t h e  u n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l  w h i c h  e x t r a c t s  t h e  E n - N  o f  t h e
r o o t  f o r m u l a  f r o m  t h e E n - N  o f  n o n - t r i v i a l  d e d u c t i o n  ( o f  a  M P - s t ep ) ,  t h e n
r o ( M )   e q u a l s   ( q ) 0 , 2 s i n c e ( q ) 0 =  n E 1 . E 2 y i e l d s   ( q ) 0, 2 =   n E 2 ,  a n d ,
t h er e f o r e ,  r o ( M )   s h a l l  e q u a l   ( M ) 0 ( =  ( M ) 2, 0, 2 =  ( q ) 0, 2 ) .  T h u s ,  t h e  e q u a -
l i t y
( r t   ) r o ( M )  =  ( M ) 0
s h a l l  h o l d  f o r  a n y  M w h i c h  eq u a l s  E n - N  o f  a  ‘ M P - d e d u c t i o n ’  ( i . e .  d ed u c t i o n
i n  A r i  t h e  l a s t  s t e p  o f  w h i c h  i s  a  M P - s t e p )  i n  A r i  o r  i t s  ( o p e n )  e x t e n s i o n
A r i n .
( E n d  o f  r e m a r k  A ) .
B . A c t u a l l y ,  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l  M p  s h a l l  b e  r e p l a c e d  i n  t h i s  w o r k  b y  a n o t -
h e r  f u n c t io n  s y m b o l ,  m p ,  w h i ch  i s  i n t r o d u c e d  b y  a  s l i g h t l y  m o r e  c o m p l e x
d e f i n i t i o n  t h a n  f o r  M p .  T h e  p u r p o s e  f o r  u s in g  t h i s  n e w  d e f i n i t i o n  i s  t h a t  i t
p r o v i d e s  f o r  t h e  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  M p  w h i c h  a r e  ‘ f a c t o r e d ’
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i n t o  t h e  n e w  f u n c t i o n  s y m b o l  m p  t o  b e  d e f i n e d  b e l o w.
We  r e c a l l  t h e  e s s e n t i a l  f e a t u r e s  o f  a  M P - s t e p .  V i z . ,  f o r  t h e  c a s e  w h e n
t h e  d e d u c t i o n  h a s  E n - N  M =  M p ( n , q ) ,  t h e  f o r m u l a  C  w h i c h  o c c u r s  a s  t h e
m i n o r  p r e m i s e  o f  t h e  l a s t  M P - s t e p  m u s t  b e  t h e  ‘ s a m e ’  w h e t h e r  i t  i s  c o n s i -
d e r e d  a s  t h e  r o o t  o f  t h e  d e d u c t i o n  w h i c h  h a s  n a s  i t s  E n - N  o r  a s  t h e  a n t e c e -
d e n t  o f  t h e  r o o t  o f  t h e  o t h e r  d e d u c t i o n  h a v i n g  q a s  i t s  E n - N .  T h a t  i s ,  t h e
E n - N  o f  t h i s  f o r m u l a  s h a l l b e  t h e  s a m e  i n  b o t h  c a s e s .  T h i s  E n - N  s h a l l
e q u a l ,  i n  t h e s e  t w o  c a s e s ,  t h e  n u m b e r s
( M ) 1, 0  a n d   ( M ) 2, 0, 1
a n d  t h e r e f o r e  t h e s e  n u m b e r s  s h a l l  b e  e q u a l .  T h e  e q u a l i t y
( M ) 2, 0, 1 =  ( M ) 1, 0
m u s t  b e  s a t i s f i e d  a s  a  p r e c o n d i t i o n  o f  t h e  ‘ n o r m a l ’  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  o p e -
r a t i o n  M P  r e p r e s e n t e d  b y  M p .
O n e  w a y  o f  f o r m a l i z i n g  t h i s  c o n d i t i o n  a t  a  M P - s t e p  i s  b y  u s i n g  a  n e w
f u n c t i o n  s y mb o l ,  m p ,  w h i ch  s h a l l  r e q u i r e  f o r  i t s  d e f i n i t i o n ,  b e s i d e s  M p ,  t h e
a d d i t i o n a l  f u n c t i o n  s y m b o l s  x  a n d s g   t o g e t h e r  w i t h   sg—  ( t h e  i n v e r s e  o f
t h e s i g n u m  f u n c t i o n ,  s g )  a n d   m s d   ( ‘ m o d u l u s  o f  s y m m e t r i c  d i f f e r e n c e’  o r
‘ ab s o l u t  d i f f e r e n c e’ )  a n d  t h e  a l r e a d y  u s e d  s y m b o l s  e x p 0 , e x p 0, 0 a n d  e x p 0 , 1
s o  t h a t  m p  s h a l l  b e  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  e x p l i c i t  d e f i n i t io n
d e f m p : m p ( n , q )  º M p ( n , q )  .  x  ( n ,  q ) .  s g ( n ) ,
w h e r e  t h e  s y m b o l   x   i s  d e f i n e d  b y
d e f x : x  ( n , q ) º
s g—  ( m s d  ( e x p 0, 0 ( q ) , 3 ) )  .  s g— ( m s d  ( e x p 0, 1 ( q ) , e x p 0 ( n ) ) )  
T h u s ,  t h e  f a c t o r  s g— ( m s d  ( e x p 0, 1 ( q ) , e x p 0 ( n ) ) )   i n  t h e  d e f i n i t i o n  d e f m p
o f   m p  ,  f o r m a l i z e s  a  c o n d i t i o n  o f  n o r m a l  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  o p e r a t i o n  M P
(  a s  d e s c r i b e d  a b o v e )  i f f  i t  e q u a l s  o n e .
F u r t h e r m o r e ,  a n o t h e r  s u c h  c o n d i t i o n  s h a l l  c o n s is t  i n  t h a t  t h e  t h e  m a j o r
( r i g h t )  p r e m i s e  o f  t h e  M P - s t e p  m u s t  b e  a n  i m p l i c a t i o n —  a n d  t h e  f a c t o r
s g—  ( m s d  ( e x p 0, 0 ( q ) , 3 ) )   f o r m a l i z e s  t h i s  i f f  it  e q u a l s  o n e  i n  d e f m p .
L a s t l y ,  t h e  c o n d i t i o n  s g ( n )  =  1  i n   d e f m p a s s u r e s  t h a t   n i s  a  p o s i t i v e
i n t e g e r ,  s o  t h a t ,  i n  p ar t i c u l a r,  0  s h a l l  n o t  b e  E n - N  o f  a n y  p r o o f  o r  d e d u c -
t i o n .
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I t  i s  c l e a r  t h a t  u n l e s s   m p ( n , q )   e q u a l s  z e r o ,  i t s  v a l u e  w i l l  c o i n c i d e w i t h
M p ( n , q ) .
( T h i s  r e m a r k  B w i l l  b e  r e s t a t e d  b y  a  m o r e  c o mp a c t  f o r m u l at i o n  i n
S e c t i o n  4 . ,  b e l o w ) .
( E n d  o f  r e m a r k  B ) .
2 . 2 . A s  t o  t h e  E n - N ‘ s  o f  p . r.  f u n c t i o n s ,  w e  r e m a r k  t h a t   E n s h a l l  d e a l
w i t h  t h e  f u n c t i o n  s y m b o l s r a t h e r  t h a n  t h e  f u n c t i o n s  t h e y  d e n o t e  s i n c e  t h e
i d e n t i f i c a t i o n  o f  f u n c t i o n s  d o e s  n o t  a l w a y s  h a v e  a  c l e a r  f i n i t i s t i c  me a n i n g .
T h u s ,  t h e  u s u a l  w a y  o f  a s s i g n i n g  E n - N ’s  t o  f u n c t i o n  s y m b o l s  c o n s i s t s  i n
t h a t  E n - N ‘ s  a r e  f i r s t  a s s i g n e d  t o  th e  i n i t i a l  p . r.  f u n c t i o n  s y m b o l s  a n d  a n y
f u r t h e r  f u n c t i o n  s y m b o l  i s  a s s i g n e d  a n  E n - N  in  a c c o r d a n c e  w i t h  t h e  p . r.
d e s c r i p t i o n  ( [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ,  § 4 3 )  w h i c h  i n t r o d u c e s  ( o r  ‘ d e f i n e s ’ ]  t h i s
f u n c t i o n  s y m b o l .  S i n c e ,  i n  t h i s  w o r k ,  t h er e  w i l l  b e  n o  n e e d  t o  i d e n t i f y  a n y
t w o  f u n c t i o n  s y m b o l s  i n t r o d u c e d  b y  d i f f e r e n t  p . r.  d e s c r i p t i o n s  a n d  w h i l e
t h e i r  t o t a l  n u m b e r  s h a l l  n o t  b e  v e r y  l a r g e  ( s a y,  < <  5 0 0 ) ,  i t  w i l l  b e  p o s s i b l e
j u s t  t o  p r e s e n t  t h e s e  E n - N ‘ s  i n  a  Ta b l e,  Ta ,  m e n t i o n e d  o n  p . . T h e r e  w i l l  b e
n o  n e e d  t o  p r e s e n t  t h i s  t a b l e  n o w :  m o r e o v e r,  f o r  t h e  s a k e  o f  g e n e r a l i t y  t h i s
p r e s e n t a t i o n  w i l l  b e  p o s t p o n e d  a s  l o n g  a s  p o s s i b l e .  I n  t h i s  w a y,  w i t h  r e g a r d
t o  t h e  v o c a b u l a r y  a n d  E n - N ‘ s  o f  f u n c t i o n  s y m b o l s ,  t h e  l a n g u a g e  L A r i ,  E n
a n d  t h e  s e t  o f  a x i o m s  o f  A r i  w i ll  r e m a i n  p a r t i a l l y  u n d e r d e f i n e d  a n d  a d m i t
v a r i o u s  v e r s i o n s  o f  s p e c i f i c a t i o n s .  D i ff e r e n t  t a s k s  m a y  r e q u i r e  s o m e  f r e e -
d o m  o f  c h o i c e  b e t w e e n  s u c h  v e r s i o n s  —  a n d  i t  w i l l  s u f f i c e  t o  f i x  t h e  t a b l e
Ta  an d  t h e  l i s t  o f  a x i o m s  o f  A r i  a n d  t h e  i n t r o d u c t s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  s y m -
b o l  a x  ( a n d  t h u s  o f  t h e  f i n a l  s p e c if i c a t i o n  o f  t h e  s y m b o l s  b ‘ a n d  b  ‘  ( d i s -
c u s s e d  i n  t h e  P r e f a c e ,  p . )  j u s t  t i l l  t h e  m o m e n t  w h e n  s u c h  a  c h o i c e  w i l l  b e
d o n e .  I f  t h e r e  r e a l l y  w il l  b e  a  n e e d  i n  d i ff e r e n t  s p e c i f i c at i o n s  o f  L A r i ,  th e n
t h e  u s e  o f  t h e  n o t a t i o n s  A r i ,  a x ,  b ‘  a n d  b w i l l  b e  s p e c i f i e d  b y  u s i n g  d i f f e -
r e n t  s u b s c r i p t s  f o r  e a c h  s u c h  c h o i c e .  F o r  t h e  g e n e r a l  p u r p o s e s  o f  t h is  w o r k ,
E n s h a l l  b e  s u p p o s e d  t o  c o n t a i n  t h e  E n - N ‘ s  7 1 1 , … ,  7 1 t a 1 ,  7 3 1 , … ,  7 3 t a 2 ,
7 9 1 , … ,  7 t a 3 w i t h o u t  a n y  g a p s  a n d  t h e  E n - N ‘ s   p s uc  ,  p + ,  p · s p e ci f i e d  a s  p e r
p .  ,  a b o v e .
T h e r e  w i l l  b e  n o  n e e d  t o  as s o c i a t e  t h e s e  E n - N ‘ s  w i t h  t h e  p . r.  d e s c r i p -
t i o n s  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  d e n o te d  b y  t h e i r  s y m b o l s .  T h e  u s e  o f  s u c h  n o t a -
t i o n s  f o r  t h e s e  E n - N ‘ s  a s
p j , p y , p c ,  —  o r,  r j , r y , r c
w i l l  s u ff i c e  f o r  a l l  p u r p o s e s  o f  t h i s  w o r k .
T h e  e q u a l i t i e s
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= vt a 1 ,  =
v
t a 2
,  = vt a 3
w i l l  b e  s u p p o s e s  t o  h o l d  a n d  b e  A r i - p r o v a b l e  ( a s  s o o n  a s  t h e  i n t e g e r s  , t a 1 ,
t a 2 ,  t a 3 a r e  d e n o t e d  b y  t h e  A r a b i c  <  5 0 0 ) ,  a n d  t h e  c a l c u l a b i l i t y  o f  t h e  f u n c -
t i o n ,  e x ,  o f  e x p o n e n t i a t i o n  s h a l l  e n t a i l  t h e  c a l c u l a b i l i t y  o f  t h e s e  E n - N ‘ s ,
i . e .  t h e  A r i - p r o v a b i l i t y  o f  t h e  e q u a l i t ie s   = vt a 1 ,  =
v
t a 2
,  = vt a 3 .
3 . T h e l o g i c a l  a xi o m s f al l  i n t o  f i v e g ro u p s ,  I . - V. ,  f o r  w h i c h   t h e  s c h e m a t a
o f  t h e i r  m a t r i c e s  w i l l  n o w  b e  g i v e n .  E a c h  l o g i c a l  a x i o m  s h a l l  b e  a  c l o s u r e
o f  s u c h  a  ‘ m a t r i x ’ ,  a n d  th e  m a t r i x  m a y  b e  a n y  f o r m u l a  i n  L A r i  o b t a i n a b l e
a s  a n  i n s t a n c e  o f  o n e  o f  t h e s e  s c h e m a t a  s u b j e c t ,  f o r  s o m e  o f  th e s e  s c h e m a -
t a ,  t o  r e s t r i c t i o n s  o n  t h e  u s e  o f  t h e  v a r i a b l e  i n d i c a t e d  i n  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f
t h e  s c h e m a t a  b y  µ
_
.  T h e  b o l d  l e t t e r s  A ,  B , C  o f  t h e s e  p r e s e n t a t i o n s  m u s t  b e
r ep l a c e d ,  t h r o u g h o u t  e a c h  s c h e m a  o f  g r o u p  I . ,  b y  an y  f o r m u l a  i n  L A r i  ( t h e
s a m e  f o r  e a c h  o c c u r r e n c e  o f  e a c h  o f  t h e s e b o l d  l e t t e r s ) ,  i n  o r d e r  t o  o b t a i n
t h e ( a r b i t r a r y )  i n s t a n c e  o f  t h e  m a t r i x  s c h e m a .  T h e  l e t t e r f  d e n o t e s . t h e  cl o -
s e d  f o r m u l a  0  =  1  ( c a l l e d  t h e  ‘ a n t i - a x i o m ’ ) .  T h e l a b e l s  o n  t h e  l e f t ,  b e l o w,
a r e  a l s o ,  w h e n  u n b o l d e d  a n d  w i t h o u t  p a r e n t h e s i s u s e d  a s  n a m e s  f o r  t h e  c o r -
r e s p o n d i n g  i n s t a n c e s o f  t h e  a x i o m  m a t r i c e s  i n  t h e  r u n n i n g  ( r i g h t )  c o l u m n  o f
p r o o f c o m m e n t s  i n  t h e  p r o o f   1 . -  6 8 6 a . ,  p p .  5 4 - 7 0 ,  a s  w e l l  a s  i n  A p p e n d i c e s
B ,  C  a n d  D .
I .  P r o p o s i t i o n a l  A x i o m  S c h em a t a  M a t r i c e s .
( I m p 1 ) : A  É  ( É  ) ,
( I m p 2 ) : ( A É  ( É  C ) ) É  ( ( A  É B )  É  ( A É  C ) ) ,
( I m p 3 ) : f  É  B ,
( C o n 1 ) : A & B  É A ,
( C o n 2 ) : A & B  É B ,
( C o n 3 ) : A  É ( B  É A  & B ) ,
( D i s 1 ) : A  É  A ~ B ,
( D i s 2 ) : B  É  A ~ B ,
( D i s 3 ) : ( A  É B )  & ( A É  C )  É  ( A ~ B  É C )
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. I I .  Q u a n t i f i e r  A x i o m  S c h e m a t a  M a t r i c e s .
B e l o w , m
_
,  d e n o t e s  a n  a r b i t r a r i l y  c h o o s e n  v a r i a b l e  i n  L A r i ,  A d e n o t e s
a n y  f o r m u l a  i n  L A r i  i n  w h i c h   m
_   
d o e s  n o t  o c c u r  f r e e l y  a n d  C ( m
_  
)  —  a n y  f o r -
m u l a  i n  L A r i  i n  w h i c h m
_
d o e s  o c c u r  f r e el y. I n  t h e  s c h e m a t a  ( F i 1 ) , ( F i 2 )  " m
_
m u s t  b e  f i c t i t i o u s  w h i l e  i n  t h e  t h e  s c h e m a t a  ( F i 3 ) , ( F i 4 )  $ m
_
m u s t  b e  f i c t i -
c i o u s .  T h e  s c h e m a ( D i s )  h a s  n o  s u c h  r e s t r i c t i o n .
( F i 1 ) : " m
_
A É  A ,
( F i 2 ) : A  É  " m
_
A ,
( F i 3 ) : A  É  $ m
_
A ,
( F i4 ) : $ m
_
A  É  A ,
( D i s ) : " m
_
( É  C ) É ( " m
_
É  " m
_
C ) ,
( W B A " ) : " m
_
C ( m
_  
) É  C ( m
_  
) ,
( W B A $ ) : C ( m
_  
) É  $ m
_
C ( m
_  
) ,
( B R $ ) : " m
_
( C ( m
_  
)  É  A )  É  ( $ m
_
C ( m
_  
) É  A ) .
I I I . E q u a l i t y  A x i o m  S c h e m a t a  M a t r i c e s .
B e l o w ,  r  ,  t  ,  s   a r e  a n y  t e r m o i d s ,  P  a n y  p r e d i c a t e  s y m b o l  a n d   c a n y
f u n c t i o n  s y m b o l  i n L A r i  i n  w h i c h   r  ,  s  o c c u p y  t h e  s a m e  a r g u m e n t  p l a c e s  i n
t h e c o n s e q u e n t  o f  ( L E A  -  r p ) .  T h e  s c h e m a  ( R e f £ )  m a y  b e  c h o o s e n  a s  a  n o n -
l o g i c a l  a x i o m  s c h e m a .
( R e f ) : r  =   r,
( R e f £ ) : r  £  r,
( S y m = ) : r  =  s É s  =  r,
( L E A =1 ) : r  =  s É ( P ( r , t )   É P ( s , t ) ) ,
35
( L E A =2 ) : r  =  s É ( P ( t , r )   É P ( t , s ) ) ,
( L E A - r p ) : r  =  s É c ( … r  … ) = c ( … s  … ) .
I V.  E q u a l i t y - S u b s t i t u t i o n  A x i o m  S c h e m a  M a t r i x .
B e l o w ,  t   d e n o t e s  a n y   t e r m o i d  n o t  c o n t a i n i n g  m
_
f r e e l y . T h e  a r r o w   m
_
®
t   i s  a  c o n d i t i o n  w h i c h  ex p r e s s e s  t h a t t ’s  v a l u e ( s ) ,  o f  w h i c h  t h e r e  h a s  t o  b e
a t  l e a s t  o n e ,  b e l o n g s  ( b e l o n g )  t o  t h e  r a n g e  o f   m
_
( w h i c h ,  t h u s ,  m u s t  b e
a s s u m e d  t o  b e  n o n - e m p t y ) .  T h e  s m a l l  i n v e r t e d  t u r n - s t il e  s i g n ,   ¢  ,  i s  u s e d
t o  i n d i ca t e  t h a t t h e  a r r o w  e x p r e s s e s ,  i n  M A r i ,  a  c o n d i t i o n  w h i c h  m a k e s  i t
‘ co r r e c t ’  a n d  u n d e r  w h i c h  t h e  f o r m u l a  t o  t h e  r i g h t  o f   ¢ i s  t o  b e  c o n s i d e -
r e d  a s  a c c e p t e d  a s  a n  ax i o m .  T h i s  i s  a  m e t a t h e o r e t i c a l  n o t a t i o n  w h i c h  d o e s
n o t b e l o n g  t o  a n y  o f  t h e  f o r m a l  l a n g u a g e s  i n  t h i s  w o r k ;  i n  t h e  c o n ti n u a ti o n
o f  t h i s  w o r k  t h e  a r r o w s  w h i c h  ‘ a c c o m p a n y ’  s o m e  a x i o m s  w i l l  b e  c o l l e c t e d ,
f o r  e a c h  f o r m al  p r o o f  w h i c h  c o n t a i n s  t h e s e  a x i o m s ,  i n  o r d e r  t o  e x p l a i n  o r
p r e v e n t  a r i s i n g  co n t r a d i c t i o n s .
( E - S ) : m
_
® t   ¢ $ m
_
(  m
_
=  t )
V.  S t r o n g  B e r n ay s  A x i o m  S c h e m a t a  M a t r i c e s .
B e l o w ,   m
_    
o c c u r s  f r e e l y  i n  C ( m
_
)  a n d  w it h  t h e  s a m e  r e s tr i c t i o n s  o n   m
_
a n d   t   a s  i n  ( E - S ) ,  a b o v e ,  i . e . :  t   i s  f r e e  f o r  m
_
i n   C ( m
_
)   ( c f .  §  1 8 ,
[ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] )  —  i . e .  t h a t  t h e  o c c u r r e n c e s  i n  C ( t )  o f  v a r i a b l e s  v ia  t h e
o c c u r r e n c e  o f  t  w h i c h  d o n ‘ t  s t e m  f r o m  o c cu r r e n c e s  ( i f  a n y )  o f  t  i n . C ( m
_
)
w h i c h  a r e  f r e e  i n  t  c o n t i n u e  t o  b e  f r e e  a l s o  i n  C ( t ) ;  t h e  n o ta t i o n  d e n o t e s  t h e
f o r m u l a  o b t a i n a b l e  f r o m  C ( m
_
)  a s  t h e  r e s u l t o f  r e p l a c i n g  e a c h  o c c u r r e n c e  o f
m
_
b y  t h e o c c u r r e n c e  o f  t .
( S B A " ) : m
_
®  t   ¢ " m
_
C ( m
_
)  É  C ( t ) ,
( S B A $ ) : m
_
®  t   ¢ C ( t ) É  $ m
_
C ( m
_
) .
R e m a r k . T h e s e  s c h e m a t a  a r e  d e r i v a b l e  f r o m  t h e  e q u a l i t y - s u b s t i t u ti o n
s c h e m a  ( w i t h  t h e  s a m e  a r r o w s )  w h i le  t h e  l a t t e r  i s  d e r i v a b l e  f r o m  t h es e
s c h e m a t a ;  h e n c e ,  t h e y  a r e  i n t e r c h a n g a b l e  s o  t h a t  i t  s u f f i c e s  t o  c h o o s e  e i t h e r
t h e  f o r m e r  o r  t h e  l a t t e r  f o r  q u a n t i f i c a t i o n  t h e o r y.  ( E n d  o f  r e m a r k ) .
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T h i s  e n d s  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  l o g i c a l  a x i o m  s c h e m a t a  b e l o n g i n g  t o
t h e  S t r o n g  P re d i c a t e  C a l c u l u s .  F o r  s o m e  c o m m e n t s  o n  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  t h e
We a k  P r e d i ca t e  C a l c u l u s ,  s e e  [ Y E S S E N I N - V O L P I N ,  1 9 8 1 ] o r  E N D N O T E  B .
3 . 1 . T h e  r u l e  o f  i n f e r e n c e s h a l l ,  i n  t h e  c l o s e d l o g i c ,  L o ,  b e ,  a s  u s u a l ,
o n l y  th e  r u l e  o f  m o d u s  p o n e n s ;
( M P ) B ,  B É  C
————— ;
C
n e v e r t h e l e s s ,  d e r i v ed  r u l e s  o f  i n f e r e n c e  w i l l  b e  u s e d  o f t e n  t o  s h o r t e n  p r o o f
p r e s e n t a t i o n s  ( s e e  A p p e n d i x  B  f o r  t h e  l i s t  o f  th e  d e r i v e d  r u l e s  o f  i n f e r e n -
c e ) .  H o w e v e r,  i n  t h e  o p e n  l o g i c ,  l o ,  t h e  f u r t h e r  r u l e  o f  g e n e r a l i z a t i o n
( G e n ) C ( m
_
)
———
" m
_
C ( m
_
)
i s  a d m i t t e d  s o  t h a t  i f  C ( m
_
) ,  i n  w h i c h  m
_
o c c u r s  f r e e l y,  h a s  a n  A r i - p r o o f  ( o r
A r i - d e d u c t i o n  w h o s e  h y p o t h e s e s  d o  n o t  c o n t a i n   m
_
f r e e l y ) ,  t h e n  a l s o
" m
_
C ( m
_
)  h a s  a n  A r i - p r o o f  ( o r  A r i - d e d u c t i o n  w i t h  t h e  s a m e  h y p o t h e s e s )
o b t a i n a b l e  b y  a n  a p p l i c a t i o n  o f  G e n w h o s e  p r e m i s e s  i s  t h e  r o o t  o f  t h a t  A r i -
p r o o f  ( - d e d u c t i o n ) .  T h e  f o r m u la  d e n o t e d ,  i n  t h e s e  s c h e m at a ,  b y  B ,  C ,  C ( m
_
)
c a n  b e  ch o o s e n  i n  L A r i  a r b i t r a r e l y  p r o v i d e d  t h a t  m
_
o c c u r s  f r e e l y  i n  C ( m
_
) .
I f  t h e  l o g i c  i s  c l o s e d ,  t h e n  t h e  r u l e  ( G e n )  c a n n o t  a c t u a l l y  b e  u s e d  i n
p r o o f s  co n s t r u c t e d  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  i t s  r u l e s ,  a n d  t h e  r u l e  ( M P )  c a n  b e
u s e d  o n l y  w i t h  c l o s e d  B ,  C i n  i t s  i n s t a n c e s ;  t h e  a d m i s s a b i l it y  o f  n o t  c l o s e d
B ,  C  o r  o f  ( G e n )  w i t h  v a r i a b l e s  o t h e r  th a n  m
_
a n d  f r e e  i n  C ( m
_
)  i n  d e d u c t i o n s
c a n  b e  t o l e r a t e d  b u t  s u c h  c a s e s  w i l l  n e v e r  o c c u r  b e l o w.  Wi t h o u t  a n y  h a r m  t o
t h i s  w o r k ,  B a n d  C  i n  i n s t a n c e s  o f  ( M P )  c a n  b e  f o r m a l l y  r e s t r i c t e d  t o  b e
c l o s e d  w h e n  t h e  l o g i c  i s  L o .
( T h e  o p e n  l o g i c  c o n s i s t s  o f  t h e  a b o v e  g r o u p s  o f  a x i o m s e x c e p t t h a t  t h e
a x io m s  s h a l l  n o t  b e  s u p p o s e d  c l o s e d  a n d ,  h e n c e ,  b e  p r e s e n t e d  w i t h o u t c l o -
s u r e  s t r i n g s ,  i . e .  t h e  s c h e m a t a  g iv e n  a b o v e  f o r  m a tr i c e s  c a n  b e  c o n s i d e r e d
a s  t h e ( l o g i c a l )  a x i o m  s c h em a t a .
3 . 2 . A m o n g  t h e  n o n - l o g i c a l  a x i o m s  t h e r e  s h a l l  b e  o n l y  a  f e w  i n s t a n c e s o f
t e r t i u m  n o n  d a t u r ( T N D )  a n d  d o u b l e  n e g a t i o n  e l im i n a t i o n ( D N E )  w h i l e  w e
d o n ' t  c o n s i d e r  t h e s e  a x i o m s  i n  t h e i r  f u l l  g e n e r a l i t y  a n d ,  h e n c e ,  a b s t a i n
f r o m  l i s t in g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s c h e m a t a .  T h e r e  s h a l l  a l s o  b e  a  s i n g l e
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i n s t a n c e  o f  d e f i n i t e  d e s c r i p t i o n s f o r  w h i c h  t h e  a x i o m s  g i v e n  i n  [ R O S S E R ,
1 9 5 3 ] ,  c h a p t e r  V I I I ,  a x i o m  s c h e m a t a  8 . - 11 . ,  s h a l l  b e  a c c e p t e d .  T h e  a x i o m s
g o v e r n i n g  A r i ’s  p r o o f  p r o p e r t y  c o n t a i n  s o m e  u n u s u a l  c l a u s e s  w h i c h ,  h o w e -
v e r ,  l e a d  t o  s o m e  m e t a t h e o r e t i c a l  s i m p l i f i c a t i o n s .  A r i ' s  r e m a i n i n g  n o n - l o g i -
c a l  a x i o m s  s h a l l  b e  r e s t r i c t e d  t o  t h o s e  a c t u a l l y  u s e d  i n  t h i s  w o r k  ( i n c l u d i n g
P a r t  I I )  —  w h i c h  a r e  t h e  u s u a l  a r i t h m e t i c a l  a x i o m s  f o r  p . r.  a r i t h m e t i c
e x t e n d ed  b y  t h o s e  s p e c i a l  a x i o m s  f o r  t e r m o i d s  a n d  f u n c t i o n  s y m b o l s  n e ed e d
f o r  t h e  p r e s e n t  w o r k .  T h e y  w i l l  b e  i n t r o d u c e d  i n  t h e  c o n t e x t s  i n  w h i c h  th e y
a r e  u s e d .  I n  m o s t  c a s e s ,  w e  w i l l ,  f o r  c o n v e n i e n c e ,  r e f e r  t h e  r e a d e r  t o
[ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] .
I n  a n y  c a s e ,  e a c h  n o n - l o g i c a l  a x i o m  i n  A r i  o t h e r  t h a n  ( T N D )  a n d  ( D N E ) ,
t h e  P e a n o  ax i o m s ,  i n d u c t i o n  o r  r e c u r s i o n  a x i o m s  o r  a x i o m - d e f i n i t i o n s ,  s h a l l
b e  a  f o r m u l a  p r o v a b l e  i n  t h e  a r i t h m e t i c  o f  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] .
A r i ' s  a x i o m s  s h a l l  f o r m  a  r e c u r s i v e l y  e n u m er a b l e  s e t .
4 . We  n o w  i n t r o d u c e ,  i n  M A r i ,  t h e  a x i o m - d e f i n i t i o n s f o r  t h e  r e s p e c t i v e
c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  s y m b o l s , b 1    ,  b ,   w h i c h  ‘ E n - r e p r es e n t ’  A r i ’s  p ro o f
p ro p e r t y , B 1  , a n d  p r o o f  r e l a t i o n ,  B , r e s p e c t i v e l y .  O th e r  ( e q u i v a l en t )
a x io m - d e f i n i t i o n s  a r e  a l s o  p o s s i b l e  a l t h o u g h  t h e  p r e s e n t  o n e s  h a v e  b e e n
f o u n d  t o  b e  t h e  m o s t  c o n v e n i e n t  i n  t h e  p r e s e n t  c o n t e x t  . F u r t h e r m o r e ,  o b s e r -
v e  t h a t  t h e  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e s e  a x i o m - d e f i n i t i o n s  i s  f i r s t  g i v e n  i n  M A r i
w h i l e  i n  S e c t i o n  4 . 3 . ,  b e l o w,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a x i o m s  i n  A r i w il l  b e  i n t r o -
d u c e d .  
T h is  i n t r o d u c t io n  s h a l l  r e q u i r e  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  th e  a l r e a d y  m e n t i o n e d
p . r .  f u n c t i o n  s y m b o l s   a x A r i a n d   m p   ,  r e s p ec t i v e l y,  w h i c h  ‘ E n - r e p r e s e n t ’
t h e  p r o p e r t y  o f  b e i n g  a n  A r i - a x i o m  a n d  a  c o n c l u s i o n  o f  a  M P - s t e p ,  r e s p e c -
t i v e l y .
T h e u n a r y   a x A r i s h a l l  E n - r e p r e s e n t  t h e  p r o p e r t y  o f  b e i n g  a n  A r i - a x i o m ;
o n l y  m e m b e r s  o f  a  f i n i t e  ( o r,  a t  m o s t ,  r e c u r s i v e l y  e n u m e r a b l e )  s e t  o f  c l o s e d
f o r m u l a e  i n  L A r i  s h a l l  b e  i n c l u d e d  i n  t h i s  p r o p e r t y ;  t h u s ,  i t  w i l l  b e  p o s s i -
b l e t o  i n c l u d e ,  i n  A r i ,  a l l  a x i o m s  r e q u i r e d  f o r  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  f u n c -
t i o n  s y m b o l  a x A r i .  H o w e v e r,  t h e  p . r.  c h a r a c t e r  o f  t h e  f u n c t i o n  i t  i n t r o d u c e s
w i l l  r e m a i n  p r o b le m a t i c  u n t i l l  t h e  p r o v a b i l i t y  o f  a l l  r e q u i r e d  i n s t a n c e s  o f
( T- A x )  —  s e e  p . —  w i l l  b e ,  e v e n t u a l l y,  e s t a b l i s h e d .  B e s i d e s  t h a t ,  i t  w i l l
s u f f i c e  t h a t  a  p . r.  f u n c t i o n ,  x ,  e n u m e r a t e  a l l  th o s e  n ‘ s  f o r  w h i c h  t h e  e q u a -
l i t y  a x A r i ( n )  =  0  h o l d s .  S e e  m o r e  o n  p .
T h e  b i n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l   m p   w i l l  b e i n t r o d u c e d ,  i n d e p e n d e n t l y  o f
a x Ar i  ,  i n  o r d e r  t o  p r e p a r e  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  u n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l  b 1
E n - r e p r e s e n t i n g  t h e  p r o o f  p r o p e r t y  o f  t h e  s y s t e m  A r i .  
T h e A r i - p r o o f s  s h a l l  b e  ‘ t r i v i a l ’  a n d  ‘ n o n - t r i v i a l ’  ( s e e  S e c ti o n s  2 . 1 . 2 . -
2 . 1 . 3 . ,  a b o v e ) ; t h e  b i n a r y  f u n c t i o n  s y m b o l   m p   w a s  a l r e a d y  ‘ d e s c r i b e d ’  i n
S e c t i o n  2 . 1 . 4 .  a n d  R e m a r k  B  a t  t h e  e n d  o f  t h a t  s e c t i o n ,  a b o v e ,  a n d  i t  w i l l
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b e  u s e d  i n  o r d e r  t o  ‘ E n - r e p r e s e n t ’  t h e  p r o p e r t y  A n t b 12 o f  b e i n g  a  n o n - t r iv i -
a l  p r o o f .  M o r e  s p e c i f i c a l l y,  t h e  d e f i n i t i o n s  ( s e e  p .  2 8 ,  a b o v e )
d e f m p :    m p ( n , q )  º M p ( n , q )  .  x ( n , q ) .  s g ( n )
d e f x :    x ( n , q ) º
s g— ( m s d  ( e x p 0, 0 ( q ) , 3 ) )  .  s g— ( m s d  ( e x p 0, 1 ( q ) , e x p 0 ( n ) ) ) ,  
a r e  g i v e n  i n  M A r i  a n d  u s e t h e  p a r a m e t e r s n ,  q w h i c h  r a n g e  o v e r  ( a l l )  n o n -
n e g a t i v e  i n t e g e r s .  ( T h e  u s e  o f  s u c h  p a r a m e t e r s  w i l l  b e  c o n t i n u e d  i n  o t h e r
d e f i n i t i o n s  i n  M A r i ) .
( F o r  a n y  t e r m o i d s  r,  s ,  m s d ( r, s )  d e n o t e s  t h e  a b s o l u t  d if f e r e n c e  o r  ‘ m o d u l  o f
s y m m e t r i c  d i f f e r e n c e ’  o f  r,  s  —  f o r  w h i c h  t h e  s t a n d a r d  n o t a t i o n  u s u a l l y  i s
| r  ] s | ;  s g—  d e n o t e s  t h e  f u n c t i o n  s y mb o l  i n v e r s e  t o  s g  ( s g— ( n )   c a n  b e  i n t r o -
d u c e d  a s  1 1 s g ( n )  i f  s g  i s  i n t r o d u c e d ,  e x p l i c it l y,  b y  c a s e s  o f  n =  0 ,  ¬ n =  0
,  a n d  i f  s g— i s  t h u s  e x p l i c i t l y  i n t r o d u c e d  b y  c as e s  t h e n  s g ( n )  c a n  b e  i n t r o d u -
c e d  a s   s g— ( s g— ( n ) . )
A s  i t  w a s  s t at e d  b y  t h e  e n d  o f  R e m a r k  B i n  S e c t i o n  2 . 1 . ,  a b o v e ,  u n l e s s
m p ( n , q ) =  0 ,  t h e  t w o f u n c ti o n s  M p  a n d  m p  c o i n c i d e ,  i . e .  h a v e  t h e  s a m e
v a lu e s ;  t h a t  i s  a c h i e v e d  b y  i n c l u d i n g  t h e  f a c t o r  s g ( n )  i n  d e f m p .  T h e  r i g h t
s i d e  o f d e f x i s  t h e  p r o d u c t  o f  t w o  f a ct o r s ;  t h e f i r s t  o f  t h e m  m a k e s  m p ( n , q )
e q u a l  t o  z e r o  i n  t h e  c a s e  w h e n  q e q u a l s  E n - N  o f  d e d u c t i o n  w h o s e  e n d  f o r -
m u l a  i s  n o t  a n  i m p l i c a t i o n  w h i l e  t h e  s e c o n d  f a c t o r  o f  t h i s  p r o d u ct  m a k e s
m p ( n , q )  =  0  in  t h e  c a s e  w h e n  n ,  q a r e  E n - N ‘ s  o f  t w o  d e d u c t i o n s  w h o s e  r o o t s
c a n n o t  b e  u s e d ,  r e s p ec t i v e l y,  a s  t h e  m i n o r  a n d  m a j o r  p r e m i s e s  o f  a  M P
b e ca u s e  t h e  r o o t  o f  t h e  m i n o r  p r e m i s e  d o e s  n o t  c o i n c i d e  w i t h  t h e  a n t e c e d e n t
o f  t h e  r o o t  o f  t h e  m a j o r  p r e m i s e .  T h e  e q u a l i t y
m p ( n , q ) =  M p ( n , q )
m u s t  h o l d  i f f  x ( n , q ) =  1  =  s g ( n ) .
4 . 1 . C o n t i n u i n g  i n M A r i ( as  i n d i c a t e d  b y  t h e  u s e o f  p a r a m e t e r s  i n s t e a d  o f
v a r i a b le s ) ,  t h e  a x i o m - d e f in i t i o n s  f o r   b 1 s h a l l  b e :
d f b 11 : b 1 ( n ) = 0   i f   n =  2 ( n ) 0    &   a x A r i ( ( n ) 0 ) =  0  ,
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d f b 12 : b 1 ( n ) = 0   i f   n =  m p  ( ( n ) 1 ,  ( n ) 2 )    &    ¬ n = 0   &
b 1 ( ( n ) 1 ) = 0   &    b 1 ( ( n ) 2 ) = 0  ,
d f b 13 : b 1 ( n ) =  1   i f    ¬  ( A n t b 11 ( n )   ~ A n t b 12 ( n ) )
w h e r e   A n t b 1i ( n )   d en o t e s  t h e  ‘ a n t e c e d e n t s ’  i n   d f b 1i ,  i  =  1 ,  2 .
I t  w i l l a l s o  b e  c o n v e n i e n t  t o  d e f i n e   A n t b 13 ( n )   a s  a  c o m p a c t  n o t a t i o n
f o r  t h e  f o r m u l a
¬ ( A n t b 11 ( n )   ~ A n t b 12 ( n ) ) .
4 . 2 .   b ca n  n o w  b e  i n t r o d u c e d  b y  t h e  f o l l o w in g  d e f i n i t i o n :
d e f b1 : b ( n , q )  = 0  É b 1 ( n )  = 0   &   ( n ) 0 =  q ,
d e f b2 : b 1 ( n ) =  0   &   ( n ) 0 =  q   É   b ( n , q )  =  0 ,
d e f b3 : ¬ b ( n , q )  =  0 É b ( n , q )  =  1 .
4 . 3 . I n  o r d er  t o  i n t r o d u c e  t h e c o r r e s p o n d i n g  a x i o m - d e f i n i t i o n s ,  a s  a b o v e ,
i n  A r i  ,  i t  s u ff i c e s  t o  r e p l a c e  t h e  d i s t i n c t  p a r a m e t e r s  b y  d i s t in c t  v a r i a b l e s
a n d  t h e r e a f t e r  c l o s e  ea c h  f o r m u l a  b y  a  s u i ta b l e  s t r i n g  o f  u n i v e r s a l  q u a n t i f i -
e r s  ( f o r  a l l  a x i o m - d e f i n i t i o n s  m u s t  b e  a x i o m s  i n  A r i  a n d  t h e r e f o r e  b e  o b t a i -
n e d  a s  c l o s e d  f o r m u l a e ) .  T h u s ,  A r i  w i l l  i n c l u d e  t h e  f o l l o w i n g  a x i o m - d e f i n i -
t i o n s  f o r  b 1 · ;
d f1
b 1 : " µ ( A n t b 11 ( µ )   É   b 1 ( µ ) = 0 ) ;  
d f 2
b 1 : " µ ( A n t b 12 ( µ )   É   b 1 ( µ ) = 0 ) ;
d f 3
b 1 : " µ ( A n t b 13 ( µ )   É   b 1 ( µ ) = 1 )
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w h e r e   A nt b 1i ( µ )  ,  i  =  1 ,  2 ,  3 ,  i s  d e f i n e d  a s  A n tb 1i ( n ) ,  i  =  1 ,  2 ,  3 ,  S e c t i o n
4 . 1 . ,  a b o v e ,  e x ce p t  t h a t  n i s  r e p l a c e d  t h r o u g h o u t  b y  µ  —  a n d  t h e  f o l l o w i n g
a x i o m - d e f i n i t i o n s  f o r  b ;
d e f b1 : " µ " p ( b ( µ , p )  = 0  É b 1 ( µ )  = 0   &   ( µ ) 0 =  p  )
d e f b2 :   " µ " p ( b 1 ( µ )  = 0   &   ( µ ) 0 =  p   É b ( µ , p )  = 0  ) ,
d e f b3 : " µ " p ( ¬ b ( µ , p )  = 0   É b ( µ , p )  = 1 ) .
I n  a l l  o f  th e s e  a x i o m - d e f i n i t i o n s  µ , p  m a y  d e n o t e  a n y  d i s t i n c t  v a r i a b l e s .
5 . I n  t h i s  s e c t i o n  w e  d e f i n e  f i r s t  a  c l o s e d  e x t e n s i o n ,  A r i + ,  o f  A r i  a n d  t h e n
a n  o p e n  e x te n s i o n ,  A r i n ,  o f  A r i + ,  b y  a n  e x t e n d e d  u s e  o f  K l e e n e ’s  n o t a ti o n
f o r  e n u me r a t e d  f o r m u l a e  i n t r o d u c e d  in  [ K l e e n e ,  1 9 5 2 ] ,  § 4 2 .  H e r e  A r i +
d e n o t e s  a  c l o s e d e x t e n s i o n  o f  A r i ,  o b t a i n e d  f r o m  A r i  b y  a d d i n g ,  f o r  e a c h
A r i - a x i o m  E ,  t h e  i m p l i c a t i o n
( t - a x ) : a x A r i ( E )  =  0  É  E
t o  t h e  a x i o m s  o f  A r i .  ( H e r e  t h e  ( s p e c i a l )  n o t a ti o n  E d e n o t e s  t h e  n u m e r o i d
o f  t h e  E n - N  p E o f  E ) .  T h e  i m p l i c a t i o n  t - a x  i s  A r i - p r o v a b l e  a n d  t h e  p r o o f  o f
t h i s  s t a t e m e n t  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  D 1 .
I t  i s  a l s o  p o s s i b l e  t o  c o n s i d e r  A r i + a s  o b t a i n e d  f r o m  A r i b y  a d d i n g ,  f o r
e a c h  a x i o m ,  E ,  i n  A r i  a n d  a n y  cl o s e d  f o r m u l a  D  i n  L A r i ,  t h e  f o r m u la  
D  É  E   a s  t h e  n e w  a x i o m o f  A r i  ( o f  w h i c h  t - ax  i s  a  s p e c i a l  c a s e ) .  I n  e i t h e r
c a s e ,  A r i + s h a l l  h a v e  t h e  s a m e  l a n g u a g e ,  L A r i ,  a s  A r i .  T h e  p u r p o s e  o f  a n y
o f  t h e s e  e x t e n s i o n s  i s  t o  a i d  i n  t h e  s u b s t a n t i a t i o n  o f  t h e  s c h e m a  T- A x  w h i c h
w i l l  b e  c o n c l u d e d  i n  P a r t  I I  o f  t h i s  w o r k .
I n  S e c t i o n  5 . 1 . ,  b e l o w,  t h e  s e t  o f  f o r m u l a e  b e l o n g i n g  t o  L A r i n a r e  d ef i -
n e d  a n d  i n  S e c t i o n  5 . 2 .  A r i n ’s  a d d i t i o n a l  a x i o m s  a r e i n t r o d u c e d  i n c l u d i n g  a
m e n t i o n  o f  t h e  c r i t i c a l  s ch e m a  T- A x .  S e c t i o n  5 . 3  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  s u b -
s t a n t i at i o n s  o f  t h e n e w  a x i o m s  b e l o n g i n g  t o  A r i n ( e x c e p t  T- A x )  a s  w e l l  a s
c o n s i d e r a t i o n s  o f  t h e  i m p o r t a n t  m p - i n d u c t i o n  f o r m u l a .  S e c t i o n  5 . 4 .  c o n -
c e r n s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  c o n s i d e r i n g  M - w b n o t  a s  a n  a x i o m  b u t  a s  a n  A r i - t h e -
o r e m .  T h e  s e c t i o n  e n d s  w i t h  a  s u m m a r y  o v e r v i e w  o f  t h e  p r o o f ,  in  A r i ,  o f
t h e  f o r m u la  C o n A r i  .
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5 . 1 . T h e  u n a r y  c h a r a c t e r i s t i c  p . r.  f u n c t i o n  s y m b o l   c f o r   s h a l l E n - r e p r e -
s e n t ,  i n  L A r i ,  th e  p r o p e r t y  o f  b e i n g  a  c l o s e d f o r m u l a  i n  L A r i .  ( T h a t  i s ,
c f o r ( n )  =  0  i f  n e q u a l s  E n - N  o f  s u ch  f o r m u l a  a n d  c f o r ( n )  =  1  o t h er w i s e) .
T h e  u n a r y  p . r.  f u n c t i o n  s y m b o l   f l   s h a l l  b e  i n t r o d u c e d  b y  t h e  d e f i n i t i o n
f l ( n )  º  n i f   n e q u al s  E n - N  o f  cl o s e d  f o r m u l a  i n  L A r i  ( i . e . ,  i f  
c f o r ( n )  =  0 ) ,  
f l ( n )   º   f , o t h e r w i s e .
I n  M A r i ,  f o r  a n y  E n - N ,   r   ,  o f  c l o s e d  f o r m u l a ,  E  ,  i n  L A r i ,
F r s h a l l  d e n o t e   E
a n d  f o r  a n y  o t h er  i n t e r g e r   r
F r   s h a l l  d e n o t e  ( t h e  ‘ a n t i - a x i o m ’ )  f .
T h i s  d e f i n i t i o n  i s  b o r r o w e d  f r o m  [ K l e e n e ,  1 9 5 2 ] ,  § 4 2 ,  e x c e p t  t h a t  t h e
u s e  o f  t h i s  n o t a t i o n  i s  n o w  e x t e n d e d  a l s o  t o  c a s e s  w h e n  t h e  i n t e g e r  r  i s  n o t
E n - N  o f  c l o s e d  f o r m u l a  i n  L A r i .  B e l o w,  t h e  u s e  o f  r  a s  a  s u b s c r i p t  i n  t h e
n o t a t i o n  F r  m u s t  b e  r e s t r i c t e d  t o  t e r m o i d s  i n  L A r i  ( w h i c h  m a y  c o n t a i n  f r e e
v a r i a b l e s ) .  
T h e  n o t a t i o n s  F r  ( w i t h  v a r i o u s  t e r m o i d s   r 1 ,  r 2 ,  s  ,  t  ,  u  … ,  i n  L A r i ,
a d m i t t e d  a s  t h e i r  s u b s c r i p t s  r  )  s h a l l  b e  u s e d  b e l o w  i n  d e r i v a t i o n a l  p r e s e n -
t a t i o n s ,  i . e .  i n  t h e  p r e s e n t a t i o n s ,  i n  M A r i ,  o f  d e r i v a t i o n s  ( d e d u c t io n s  a n d
p r o o f s )  i n  A r i + .  T h e s e  p r e s e n t a t i o n s  c o n s i d e r e d  a s  s u c h  w i l l  n o t  n e c e s s a r i -
l y  b e  d e r i v a t i o n s  i n  A r i + —  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  l a t t e r,  e a c h  F r m u s t  b e
r ep l a c e d  b y  t h e  f o r m u l a ,  i n  L A r i ,  w h o s e  E n - N  e q u a l s   f l ( r ) .  W h e n  t h e  t er -
m o i d   r   i s  a  c o n s t a n t  t h e n  i t  s h a l l  b e  c o n s i d e r e d ,  i n  M A r i ,  a s  ( d e n o t in g )  a
q u i t e  d e f i n it e  i n t e g e r  a n d  a l s o  f l ( r )  w i l l  d e n o t e  a  q u i t e  d e f i n i t e  i n t e g e r,  a n d
t h e  f o r m u l a  w h o s e  E n - N  e q u a l s  f l ( r )  w i l l  b e  q u i t e  d e f i n i t e .  ( T h e  d e f i n i t e
d e s c i p t i o n s  i n  L A r i  s h a l l b e  c o n s i d e r e d  a s  h a v i n g  q u i t e  d e f i n i t e  i n t e g e r s  a s
t h ei r  v a l u e s  s p e c i f i e d  a s  0  w h e n  o t h e r w i s e  t h e s e  d e s c r i p t i o n s  h a v e  n o  d e f i -
n i t e  v a l u e ;  r e m a r k  t h a t  t h e  ‘ d e f i n i t e n e s s ’  o f  t h e  v a l u e s  d o e s  n o t  p r e s u p p o s e
t h ei r  ‘ c a l c u l a b i l i t y ’  —  t h e  d e p e n d e n c e  o n  T N D  w i t h  n o n - r e s t r i c t e d  q u a n t i -
f i e r s  c a n  m a k e  t h e  v a l u e s  p r o b l e m a t i c ) .  W h e n  t h e  t e r m o i d   r   c o n t a i n s  f r e e
v a r i a b l e s ,  t h e s e  v a r i a b l e s ,  i n  a l l  t h e i r  f r e e  o c cu r r e n c e s ,  w i l l  b e  c o n s i d e r e d
a s   t h e  v a r i a b l e s  h e l d  c o n s t a n t  ( [ K l e e n e ,  1 9 5 2 ] ,  § 2 3 )  t h r o u g h o u t  t h e  d e r i v a -
t i o n a l  p r e s e n t a t i o n  i n  w h i c h  F r  o c c u r s ;  t h a t  i s ,  t h e y  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  a s
t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e s e  p r e s e n ta t i o n s .  F o r  e a c h  f i x e d  v a l u e ( s )  o f  t h e  p a r a -
m e t e r ( s ) ,  F r  s h a l l  d e n o t e  a  q u i t e  d e f i n i t e  f o r m u l a ,  v i z . ,  t h e  c l o s e d  f o r m u l a
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i n  L A r i  w h o s e  E n - N  e q u a l s  f l ( r ) .  ( I n  p a r t i c u l a r,  w h e n   f l ( r )  = f ,  t h e  c l o -
s e d  f o r m u l a  s h a l l  b e f . )
B e l o w ,  th e  l a n g u a g e  L A r i n w il l  b e  u s e d  f o r  p r e s e n t a i o n s  o f  d e r i v a t i o n s
i n  L A r i .  T h e s e  p r e s e n t a t i o n s  m a y  c o n ta i n  ( d i s t i n c t )  p a r a m e t e r s  —   a n d  th e y
s h a l l ,  w i t h  a  f e w  ( e x p l i c i t )  e x c e p t i o n s ,  b e  r e p l a c e d  i n  L A r i n b y  ( t h e  d i s -
t i n c t )  f r e e  v a r i a b l e s  t o  b e  h e l d  c o n s t a n t  t h r o u g h o u t  e a c h  d e r i v a t i o n a l  p r e -
s e n t a t i o n  g i v e n  i n  L A r i n .
5 . 2 . L A r i n s h a l l  c o n t a i n  L A r i  a n d ,  f u r t h e r,  A r i n s h a l l  b e  a n  e x t e n s i o n  o f
e a c h  A r i ,  A r i + .  T h i s  e x t e n s i o n  s h a l l  c o n s i s t  i n  t h e  a d jo i n i n g ,  o n  t h e  l e v e l
w i t h  t h e  a t o m i c  f o r m u l a e ,  o f  t h e  n o t a t i o n  F r (  w h e r e   r   m a y  b e  a n y  t e r m o i d
i n  L A r i ) .  T h a t  i s ,  t h e  f o r m a t i o n  r u l e s f o r  L A r i n c a n  b e  d e s c r i b e d  j u s t  a s
t h es e  r u l e s  f o r  L A r i ,  t h e  o n l y  c h a n g e  b e i n g  t h a t  t h e  c o n c e p t  o f  a t o m i c  f o r -
m u la  i s  e x t e n d e d  s o  t h a t  a l s o  a l l  n o t a t i o n s  F r s h a l l  b e  c o n s i d e r e d ,  i n  L A r i n
,  a s  a t o m i c  f o r m u l a e ;  t h e  v ar i a b le s  f r e e  ( n o t  f r e e )  i n  r  s h a l l  b e  c o n s i d e r e d
a s  o c c u r r i n g ,  i n  F r ,  f r e e ly  o r  n o t  f r e e l y.  T h u s ,  A r i
n i s  ,  a s  f a r  a s  i t s  c l o s e d
f o r m u l a e  ar e  c o n c er n e d ,  b a s i c a l l y  a  n o t a t i o n a l  v a r i a n t  o f  A r i + ( b u t  w i t h  t h e
i m p o r t a n t  d i f f e r e n c e  t h a t  A r i n p r o v i d e s  f o r  v a r i a b l e  n u m e r o i d s ) .
L A r i n s h a l l  b e  d e s i g n e d  f o r  p r e s e n t a t i o n s  o f  A r i - p r o o f s  o f  t h e  c o n s i -
s t e n c y  f o r m u l a ,  C o n A r i —  o r,  m o r e  s p e c i f i ca l l y  C o n
b
A r i ,  w h e r e   b d e n o t e s
t h e  v a r i a b l e  b o u n d  i n  t h i s  f o r m u l a ,
C o n b A r i ; ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ;
b e s i d e s  t h a t ,  L A r i n m a y  b e  u s e d  f o r  p r e s e n t a t i o n s  o f  o t h e r  d e d u ct i o n s  i n
A r i ,  i n c l u d in g  t h e  d e d u c t i o n  o f  C o n b A r i f r o m  t h e  " µ - c l o s u r e  o f  t h e  h y p o t h e -
s i s
( T- A x ) : a x A r i ( ( µ ) 0 )  =  0  É  F ( µ ) 0
w h i c h  c a n  b e  u s e d  a s  a  ‘ t e m p o r a r y ’  a x i o m  i n  t h e  e x t e n s i o n  A r i n o f  A r i .
O n l y  i n  P a r t  I I  o f  t h i s  p a p e r  w i l l  t h e  d e f i n i t e  s t a t u s  o f  T- A x  b e  c o n s i d e r e d
s o  t h a t  i n  t h e  p r e s e n t  P a r t  I  i t  w i l l  p l a y  n o  r o l e .  H e r e  w e  p r o v e  a  co n s e q u -
e n c e  o f  T- A x ,  n a m e l y  f o r m u l a  7 .  i n  t h e p r o o f  1 . - 6 8 6 a . ,  S e c t io n  6 ,  b e l o w.
T h is  p r o o f  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  D 2 . ,  b e l o w.
H o w e v e r ,  c o n s i d e r a b l e  i n t e r e s t  i s  a t t a c h e d  t o  t h e  s c h e m a  T- A x  s i n c e  t h e
i m p l i c a t i o n  
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" µ ( T- A x )  É  C o n A r i
w i l l  b e  f o u n d  A r i - p r o v a b l e  b y  v i r t u e  o f  t h e  D e d u c t i o n  T h e o r e m .
5 . 2 . 1 . E a c h  a x i o m  i n  A r i + s h a l l  b e  a n  a x i o m  i n  A r i n a n d  e a c h  i n s t a n c e  i n
L A r i n o f  a x i o m  s c h e m e  o f  A r i + s h a l l  b e  —  i f  cl o s e d  —  c o n s i d e r e d  a s  a n
a x io m  i n  A r i n .  B e s i d e s  t h a t ,  A r i n s h al l  c o n t a i n ,  a s  a x i o m s ,  t h e  c l o s u r e s  o f
t h e f o l l o w i n g  t h r e e  ‘ n - s c h e m a t a ’
( L E A n1 ) :
r
1
=  r
2
É  ( F r 1
É  F r 2 ) ,
( L E A n2 ) : f l ( ( µ ) 0 )  =  ( µ ) 0   É  F f l ( ( µ ) 0 )  
=  F ( µ ) 0
,
( L E AnMP ) : ( r ) 0 =  3 É  ( F r É  ( F ( r ) 1 É  F ( r ) 2 ) ) .
T h e  L A r i n - i n s t a n c e s  o f  t h e s e  ‘ m a t r i c e s ’  a r e  o b t a i n a b l e  b y  r e p l a c i n g
t h r o u g h o u t  t h e s e  s c h e m a t a  ( i n c l u d i n g  t h e  s u b s c r i p t s )  t h e  l e t t e r s  
r 1 ,  r 2 ,  r  ,  µ
b y  a n y  t e r m o i d s  i n  L A r i .
5 . 3 . T h e l e t t e r s  r 1 ,  r 2 ,  r  c a n  b e  c o n s i d e r ed ,  i n  t h e s e  s c h e m a t a ,  a s  s t an -
d i n g  f o r  a n y  t e r m o i d s  i n  L A r i ;  a c c o r d i n g ly ,  a l l  f u n c t i o n  s y m b o l s  i n  t h e  t e r -
m o i d s  r  ,  ( r ) 1 ,  ( r ) 2 ,  r 1 ,  r 2 s h a l l  b e  p . r. :  i n  t h e  c a s e s  a t  i s s u e ,  a l s o  n o  -
d e s c r i p t i o n  o c c u r s  i n  t h e s e  t e r m o id s  .  A n y  r e p la c i n g ,  t h r o u g h o u t  t h es e
s c h e m a t a ,  o f  a l l  f r ee  o c c u r r e n c e s  o f  v a r i a b l e s  b y  n u m e r o i d s  s h a l l  g i v e  a
n u m e r o i d a l  i n s t a n c e o f  t h e  n - s c h e m e w h ic h  d o e s  n o t  c o n t a i n   - d e s c r i p -
t i o n s .
I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h a t ,  in  M A r i ,  l e t , r 1 a n d  r 2 b e  t h e  t e r m o i d s  o b t a i n a -
b l e  f r o m  t h e  t e r m o i d s  r 1 ,   r 2 o f  t h e  s c h e m a  ( L E A
n
1 )  w h i c h  c o n ta i n  n o   -
d e s c r i p t i o n ,  b y  r e p l a c i n g ,  t h r o u g h o u t  r 1 ,  r 2 ,  t h e i r  v a r i a b l e s  b y  n u m e r o i d s .
T h u s ,  L E A n1 b e c o m e s
r
1
=  r
2
É  ( F r 1
É  F r 2 )
w h i c h  is  A r i + - p r o v a b l e  w h e n  t h e  a n t e ce d e n t   r 1 =  r 2 i s  d is p r o v e d  i n  A r i +
( s o  t h a t  t h e  p r o p o s i t i o n a l  a x i o m  I m p 3  a p p l i e s ) ,  a n d  w h e n  t h e  an t e c e d e n t  i s
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p r o v e d  i n  A r i ,  t h e n   r 1 ,  r 2 a n d   F r 1
, F r 2 d e n o t e  t h e  s a m e  f o r m u l a,  s a y,  E ,
i n  L A r i  s o  t h a t  t h e  c o n s e q u e n t F r 1 É  F r 2 b e c o m e s  t h e  A r i
+ - p r o v a b l e  i m p l i -
c a t i o n
E É  E ,
f r o m  n o w  o n  l a b e l e d  a s  I m p 0 ,  w h o s e  e a s y  p r o o f  ( s e e  S e c t i o n  5 . 3 . 3 . ,  b e l o w )
c a n  b e  co n t i n u e d ,  i n  A r i + ,  b y  u s i n g  t h e  a x i o m  I m p 1 :
( E É  E ) É  ( r 1 =  r 2 É  ( E  É  E ) ) .
T h e s e  I m p 0  a n d  I m p 1  c a n  b e  u s e d  a s  p r e m i s e s  o f  t h e  M P  w h o s e  c o n c l u s i o n
i s  t h e r e q u i r e d  i n s t a n c e  o f  ( L E A n1 ) .
5 . 3 . 1 .   T h e  a x i o m  ( L E A n1 )  o c c u r s  i n  t h i s  w o r k  o n ly  a s  t h e  ( c l o s u r e s  o f )  t h e
f o r m u l a e  5 4 3 . ,  5 5 6 . ,  5 7 1 .  a n d  6 5 3 .  o f  t h e  L A r i n - p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d e d u c -
t i o n  o f  C o n b A r i f r o m  T- A x .  T h e  t e r m o i d s r 1 a n d   r 2 a r e ,  i n  t h e s e  f o r m u l a e ,
r e s p e c t i v e l y :
5 4 3 . ( ( µ ) 2 ) 0 a n d   2
3  · 3 ( ( µ ) 1 ) 0 ·  5 ( µ ) 0  ;
5 5 6 . ( ( µ ) 1 ) 0 a n d  ( 2
3  · 3 ( ( µ ) 1 ) 0 ·  5 ( µ ) 0 ) 1 ;
5 7 1 . ( 2 3  · 3 ( ( µ ) 1 ) 0 ·  5 ( µ ) 0 ) 2 a n d   ( µ ) 0  ;
6 5 3 . ( wb )0 a n d   f .
I n  e a c h  o f  t h e  f i r s t  t h r e e  c a s e s  i t  i s  e a s y  t o  o b s e r v e  t h a t  r 1 a n d   r 2 c o n -
t a i n  n o  i - d e s c r i p t i o n a n d  b e s i d e s  m u l t i p l i c a t i o n  a n d  e x p o n e n t i a t io n ,  o n l y
t h e f o l l o w i n g  p . r.  f u n c t i o n  s y m b o l s :
e x p 0 ,  e x p 1 ,  e x p 2 .
T h e r e f o r e ,  t h e  s u b s t a n t i a t i o n  g i v e n  i n  S e c t i o n  5 . 3 ,  a b o v e ,  a p p l i e s  t o  t h e s e
i n s t a n c e s  o f  ( L E A n1 ) .  I n  t h e s e  ca s e s ,  t h e  n u m e r o i d a l  i n s t a n c e s  o f  t h e  n -
s c h e m e  c o n t a i n  n o  o c c u r r e n c e  o f  w b ( o r  a n y  o t h e r  d e f i n i te  d e s c r i p t i o n ) .
I n  t h e  c a s e  o f  f o r m u l a  6 5 3 . ,  i . e .
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(wb )0 = f É ( F(wb )0 É F f
),
n o  n u m e r o i d a l  i n s t a n c e  a r i s e s  b e c a u s e  t h e  t e r m o i d s   r 1 ,  r 2 a r e  c o n s t a n t s .
T h e r e  i s  n o  n e e d  i n  r e p l a c i n g  w b b y  n w b a n d  t h e  f o r m u l a  6 5 3 .  c a n  b e  A r i + -
p r o v e d ,  b y  c a s e s ,  a s  f o l l o w s ;
C a s e  1 .  I n  M A r i :  A s s u m e   a )  w b =  0 .
T h e n   ( w b ) 0 =  0  ¹  f a n d  t h e  f o r m u l a e   F ( w b )
0
,  F
f
a r e ,  r e s p e c t i v e l y,
F 0 a n d   F f . A s  c f o r ( 0 )  =  1 ,  f l ( 0 )  =  f ,  b o t h  o f  t h e s e  f o r m u l a e  c o i n c i d e
w i t h  f ( a s   F
f
d o e s  b y  v i r t u e  o f  i t s  d e f i n i t i o n ) .  T h e r e f o r e ,  t h e  f o r m u l a
6 5 3 .  h a s  t h e  c o n s e q u e n t
f É  f
w h i c h  i s  a n  I m p 0  i m p li c a t i o n  f r o m  w h i c h  f o r m u l a  6 5 3 .  c a n  b e  d e d u c e d ,  i n
A r i ,  u s i n g  t h e a x i o m
( f É  f ) É  ( ( w b ) 0 =   f É  ( f É  f   ) ) ,
i . e.  I m p 1 ,  a n d  M P.
C a s e  2 .  I n  M A r i :  A s s u m e   b ) Ø w b =  0 .
T h en  t h e  e q u a l i t y w b =  0   i s  f a l s e  a n d ,  s i n c e  t h e  d i s j u n c t i o n  M ( w b )  i s
t r u e ,  i t s  f i r s t  d i s j u n c t  h o l d s ;  i t  en t a i l s   b ( w b ,  f )  =  0   w h i c h  e n t a i l s  ( b y
v i r t u e  o f  t h e  t r u t h  o f  d e f b1 :  ( p . 3 4 ,  a b o v e )  a n d  o f  C o n 2  e t c . )  t h e  t r u t h  o f  t h e
e q u a l i t y   ( w b ) 0 =  f .  I n  t h i s  c a s e,   c f o r ( ( w b ) 0 ) =  0   i s  e n t a i l e d  b y
b ( w b , f )  = 0  a n d  b y  t h e  a s s u m p t i o n  b )  o f  t h e  c u r r e n t  c a s e  a n d  c f o r ( f )  =  0 ;
t h e r e f o r e ,  t h e a s s u m p t i o n  en t a i l s  f l ( ( w b ) 0 )  =  ( w b ) 0 a n d   f l ( ( w b ) 0 )  =  f ;  i t
f o l l o w s  ( s ee  p p . 4 3 - 4 4 , b e l o w )  t h at  t h e  f o r m u l a    F ( w b )
0
c o i n c i d e s  w i t h    F f
,  i . e . ,  w i t h   f ,  a n d  s o  d o e s  a l s o  t h e  l a s t  c o n s e q u e n t  o f  t h e  f o r m u l a  6 5 3 . .
I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  c o n s e q u e n t ,  F ( w b )
0
É F
f
,  o f  t h i s  f o r m u l a  c o i n c i d e s
w i t h f É  f    a l s o  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  a s s u m p t i o n   b ) ,  a n d  t h a t t h e  f o r m u l a
6 5 3 .  h a s  t h e  s a m e  A r i - p r o o f  a s  i n  t h e  ca s e  w i t h  a s s u m p t i o n   a ) .
T h u s ,  i n  M A r i ,  a l s o  t h e  L E An1 ,  i . e .  t h e  f o r m u l a  l a b e l e d  6 5 3 . ,  a d m i t s  a
s u b s t a n t i a t i o n  b y  u s i n g  t h e  d i s j u n c t i o n  o f  t h e  c a s e s  w i t h  a s s u m p t i o n s  a ) ,
b ) ,  a b o v e ,  w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  TN D  ( a c t u a l l y  e q u i v a l e n t  t o  T N Df ) .
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5 . 3 . 2 . T h e  s u b s t a n t i a t i o n  o f  ( L E An2 ) ,  u s e d  a s  l i n e  d 1 9 .  o f  A p p e n d i x  D 2 ,  c a n
b e  g i v e n  a s  f o l l o w s .  F o r  a n y  c o n s t a n t  t e r m o i d ,  r  ,  t h e  r - i n s t a n c e  o f  ( L E An2 )
i s
f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0 É  F f l ( ( r ) 0 )
=  F( r )
0
;
i t  s h a l l  b e  f o u n d  d e d u c i b l e ,  i n  t h e  l o g i c  o f  A r i n ,  f r o m  t h e  d i s j u n c t i o n
t . n . d . : f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0 ~ Ø f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0
b y  c a s e s ,  c a . 1 ,  c a . 2 ,  o f  t h i s  d i s j u n c t i o n  —  a s  f o l l o w s :
c a . 1 : f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0 .
I n  t h i s  c a s e  t h e  f o r m u l a e
F
f l ( ( r ) 0 )
a n d  F ( r ) 0
( c o n s i d e r e d  a s  d e f i n i t e  o b j e c t s  b e c a u s e  t h e  t e r m o i d  r ,  i n  L A r i,  i s  c o n s t a n t )
c o i n c i d e ,  a n d  t h e r e f o r e  s o  d o  t h e i r  E n - N ’s ,  
Ff l ( ( r ) 0 )
a n d  
F( r ) 0
.
1 .
Ff l ( ( r ) 0 )
=  
F( r ) 0
( R e f ) ,
2 . 1 . É 3 .  ( I m p 1 ) ,
3 . f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0 É  Ff l ( ( r ) 0 )
=  
F( r ) 0
( 1 , 2 ; M P ) .
c a 2 : Ø f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0 .
1 . f l ( ( r ) 0 )  =  ( r ) 0 É f ( D e f Ø ;  c a 2 ) ,
2 . f É  Ff l ( ( r ) 0 )
=  
F( r ) 0
( I m p 3 ) ,
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3 . - 7 . f l ( ( r ) 0 )  = ( r ) 0 É  Ff l ( ( r ) 0 )
=  
F( r ) 0
( 1 , 2 ; c h . i n . ) .
5 . 3 . 3 . T h e n u m e r o i d a l  i n s t a n c e s  o f  t h e  s c h e m e  ( L E AnMP )  a r e  t h e  i m p l i c a -
t i o n s  
L E AnMP ( r ) : ( r ) 0 =   3 É   ( F r É   ( F ( r ) 1 É   F ( r ) 2 ) )
i n  w h i c h  r m a y  b e  a n y  c o n s t a n t  t e r m o i d  i n  L A r i .  I n  t h e  o n l y  m a t r i x ,  f o r m u -
l a  5 5 2 . ,  u s e d  i n  t h i s  w o r k ,  t h e  t e r m o i d   r   i s
( 2
3
· 3
( ( µ ) 1 ) 0 ·  5
( µ ) 0 ) 0
a n d  e a c h  n u m e r o i d a l  i n s t a n c e ,  r ,  o f  i t  i s  t h e  t e r m o i d
( 2 3 · 3
( (µ ) 1 ) 0 ·  5
( µ ) 0  ) 0
w h e r e  µ d e n o t es  a n u m e r o i d ;  r i s  c a l c u l a b l e .
I n  M A r i :
T h e  d i s j u n c t i o n  c f o r ( r )  =  0  ~ c f o r ( r )  =  1 .  A s s u m e  t h a t   c f o r ( r )  =  0  .  T h e n
f l ( r )  =  r a n d  F r d e n o t e s  t h e  c l o s e d  f o r m u l a  w h o s e  E n - N  e q u a l s   r ;  t h e
a n t e c e d e n t  ( r ) 0 =  3 ,  o f  t h e  µ - i n s t a n c e  o f  t h e  i m p l i c a t i o n  L E A
n
MP ( r )   e n t ai l s
t h a t  t h i s  f o r m u l a ,  E ,  i s  an  i m p l i c a t i o n ,  E 1 É  E 2 ,  t h e  s i d e s ,  E 1 , E 2 ,  o f
w h i c h  a r e  c l o s e d  f o r m u l a e  w i t h  E n - N ’s  ( r ) 1 ,  ( r ) 2 ,  r e s p e c t i v e l y ;  t h e  c o n d i -
t i o n s   c f o r ( ( r ) 1 )  =  0 ,  c f o r ( ( r ) 2 )  =  0   a r e  s a t i s f i e d  a n d  e n t a i l ,  r e s p e c t i v e l y,
f l ( ( r ) 1 )  =  ( r ) 1  a n d   f l ( ( r ) 2 )  =  ( r ) 2 s o  t h a t  t h e  s i d e s ,  E 1 , E 2 ,  o f  t h e i m p l i -
c a t i o n   F r —  i . e .  E  —  c o i n c i d e  w i t h  t h e  c l o s e d  f o r m u l a e  w i t h  E n - N ’s
f l ( ( r ) 1 ) ,  f l ( ( r ) 2 )  ,  i . e .  w it h  t h e  f o r m u l a e  d e n o t e d  b y  t h e  n o t a t io n s  F ( r ) 1 ,
F ( r ) 2 ,  r e s p e c t i v e l y.  I t  f o l l o w s  t h a t  F r —  i . e .  E  —  c o i n c i d e s  w i t h   F ( r ) 1 É
F ( r ) 2 a n d  L E A
n
MP ( r )  h a s  t h e  c o n s e q u e n t
F r É F r ( I m p 0 ) ,
w h i c h  i s  A r i + - p r o v a b l e  ( o r  u s e d  a s  a n  a d d it i o n al  ( r e d u n d a n t )  l o g i c a l  a x i o m )
a n d  w h i c h ,  w i t h  t h e  a i d  o f  t h e  a x i o m
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( F r É F r )  É ( ( r ) 0 =  3  É ( F r É F r ) ) ( I m p 1 )
a n d  M P,  g i v e s  t h e  A r i- p r o o f  o f  t h e  i m p l i c a t i o n  L E AnMP ( r ) .  ( I n  t h i s  c a s e ,  t h e
a n t e c e d e n t  ( r ) 0 =  3  i s ,  i n  e a c h  ( n u m e r o i d a l )  µ - i n s t a n c e ,  A r i - p r o v a b l e ,  b u t
t h is  o b s e r v a t i o n  i s  n o t u s e d  i n  t h e  s u b s t a n t i a t i o n  o f  t h e  a x i o m  s c h e m e
L E AnMP ( r ) . )
N o w ,  a s s u m e  t h a t  c f o r ( r )  =  1 .  T h e n ,  b y  d e f i n i t i o n  o f  f l  a n d  F r ( i n  L A r i ) ,
f l ( r )  =  f ,  t h e  c l o s e d  f o r m u l a  d e n o t e d  b y  F r i s F f
, i . e . f a n d  L E AnMP ( r )
d e n o t e s  t h e  L A r i  f o r m u l a
( r ) 0 =  3  É ( f  É ( F ( r )
1
É F ( r )
2
) )
t h e c o n s e q u e n t  o f  w h i c h  i s  A r i - p r o v a b l e  a s  a n  i n s t an c e  o f  ( I m p 3 )  s o  t h a t
t h e  f o r m u la  d e n o t e d  b y  L E AnMP ( r )  c an  b e  A r i - p r o v e d  a s  f o l l o w s :
1 . f  É ( F ( r )
1
É F ( r )
2
) ( I m p 3 ) ,
2 . 1 .  É 3 . ( I m p 1 ) ,
3 . ( r ) 0 =  3  É ( f  É ( F ( r )
1
É F ( r )
2
) ) ( 1 . ,  2 . ;  M P ) .
N o t i c e  t h a t  t h e  e s ta b l i s h e d  c o i n c i d e n c e  o f  F f w i t h  f   e n t a i l s  t h a t  t h e
i m p l i c a t i o n
6 6 1 . F f É f   
i s  A r i - p r o v a b l e  a s  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  ( r e d u n d a n t )  s c h e m a  ( I m p 0 )  ( p r o v e d  i n
A p p e n d i x  A ) .
5 . 3 . 4 .
T h e  A r i n - p r e s e n t a t i o n  1 . - 6 8 6 a . ( p p .  ,  b e l o w )  i s  g i v e n  i n  t h e  s y s t e m  A r i n
w i t h  t h e  o p e n  l o g i c :  s o ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  i t s  t o p - f o r m u l a , ( T- a x ) , d e d u c e d
f r o m  th e  ( r e d u n d a n t )  ‘ a x i o m ’
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( T- A x ) : " p  ( a x A r i ( p )  =  0  É  F p )
( t o  b e  c o n s i d e r e d  a s  t h e  h y p o t h e s i s  w h i c h  s u b s e q u e n t l y  w i l l  b e  p r o v e d  w i t h
t h e  a i d  o f  t h e  ‘ S B A - M p ’
p ® ( µ ) 0 ¢ S B A " :  ( T- A x )  É  T- a x ( S B A )
T- a x :  a x A r i ( ( µ ) 0 )  =  0  É  F ( µ ) 0
F u r t h e r ,  i t  w i l l  b e  s u p p o s e d  t h a t  i t s  f o r m u l a e  7 .  a n d  6 3 0 .  a r e  u s e d  a s  t h e
G e n - p r em i s e s ,  f o r  o b t a i n i n g  t h e i r  " - c l o s u r e s ,  7 a .  a n d  6 3 0 a . ,  w h i c h  w i l l  b e
u s e d  a s  t h e  ‘ m p - i n d - p r e m i s e s ’ ,  t h a t  i s ,  t h e  f o r m u l a e  7 .  a n d  6 3 0 .  w i l l  b e
c o n s i d e r e d  a s  f o l l o w e d  b y  t h e  f o r m u l a e
7 a . " µ ( A n t 1
b 1 ( µ )  É  F ( µ ) 0 ) ( 7 . ; G e n ) ,
6 3 0 a . " µ ( A n t 2
b 1 ( µ )  É  ( F ( ( µ ) 1 ) 0 )  É  ( F ( ( µ ) 2 ) 0 )  É  F ( µ ) 0 ) ) ) ( 6 3 0 . ; G e n )
w h i c h  c a n  b e  u s e d  a s  a n t e c e d e n t s  o f  t h e  m p - i n d u c t i o n  f o r m u l a  w i t h  F ( µ ) 0
u s e d  a s  C ( µ )  o f  m p - i n d ( c f .  A p p e n d i x  C ) .  A s  a l s o  t h e  p r o o f  o f  m p - i n d i s
p r e s e n t e d  i n  t h e  o p e n  l o g i c  o f  A r i ,  i t s  f o r m u l a  C ( µ )  m u s t  b e  r e p l a c e d  b y
F ( µ ) 0
i n  o r d e r  t o  o b t a i n  f r o m  t h e  A r i o - p r o o f  t h e  A r in - p r o o f  o f  t h e  f o r m u l a
6 3 1 . 7 a .  É  ( 6 3 0 a .  É  6 3 3 . ) ( m p - i n d ) .
T h e  t o p - f o r mu l a  o f  t h e  A r in - d e d u c t i o n  1 . - 6 8 6 a .  a n d  i n  t h e  A r i - p r o o f  o f
t h e  s c h e m e  m p - i n d  s h a l l  b e ,  b e s i d e s  ( T- A x ) ,  e i t h e r  n o n - l o g i ca l  a x i o m s  i n
t h e  ( o p e n )  s y s t e m  A r i ,  o r,  e l s e ,  i n s t a n c e s  o f  l o g i c a l  a x i o m s ,  s o  t h a t ,  w h e n
t h e K l e e n e  n o t a t i o n s  o cc u r  i n  t h e m  t h e s e  f o r m u l a e  w i l l  d e n o t e  ( f o r  a n y
n u m e r o i d s  s u b s t i t u t e d  f o r  t h e i r  i n d i c e s )  t h e  l o g i c a l  a x i o m s  b y  t h e  s a m e
s c h e m a t a ,  o r,  f i n a l l y,  t h e  i n s t a n c e s  o f  t h e  n - s c h e m a t a  c o n s i d e r e d  i n 5 . 3 .
5 . 4 . A l t h o u g h  t h e f o r m u l a M - w b i s  tr e a t e d  a s  a n  a x i o m  i n  1 . - 6 8 6 a .  —  f o r -
m u l a  6 3 4 . —  i t  c a n  a c t u a l l y  b e  p r o v e d  a s  an  A r i - t h e o r e m .  R e c a l l  t h a t  t h i s
f o r m u l a  i s
( M - w b ) : b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q < w b &  b  ( q , f )  =  0 ) .
~ . w b  =  0  &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ,
w h e r e  t h e  c o n s t a n t  t e r m o i d  w b i s  f o r m a l l y  i n t r o d u c e d  b y  t h e  d e f i n i t e
d e s c r i p t i o n
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d e f w b ; i b ( b ( b , f )  =  0   &  ¬ $ q ( q <  b & b ( q , f )  =  0 ) .
~ . b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ) ,
i n  L A r i .  ( M - w b )  s h a l l  f o l l o w  f r o m  t h e  A r i - p r o v a b l e  e q u i v a l e n c e
w b =  w b , M - w b
w h i c h  c a n  b e  p r o v e d  w i t h  t h e  a i d  o f  R o s s e r ‘ s  a x i o m  11  ( i n  [ROSSER, 1953] ),  t h e
S B A "  ( b ® w b )  a n d  a n  a p p l i c a t i o n  ( f o r  t h e u s e  o f  t h i s  a x i o m )  o f  t h e  
T N Df : $ b b  ( b , f )  =  0  ~ ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 .
w h i c h  i s  p o s t u l a t e d  i n  A r i  a s  a  n o n - l o g i c a l  a x i o m
5 . 4 . 1 .   I n  m o r e  d e ta i l ,  t h e  t e r m o id   w b   d e n o t e s  t h e  i n t e g e r  ( i f  a n y )  w h o s e
e x i s t e n c e  c a n  b e  i n f e r r e d ,  i n  t h e  i n t u i t i o n i s t i c  A r i ,  f r o m  t h e  d i s j u n c t i o n
T N Df : : $ b b  ( b , f )  =  0  ~ ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 .
M o r e  s p e c i f i c a l l y,  t h i s  T N Df e n t a i l s ,  i n t u i t i o n i s t i c a l l y,  t h e  f o r m u la
( A 1 . )  $ b ( $ b b  ( b , f )  =  0  É  b  ( b , f )  =  0 )
u s i n g   § 2 7 . ,  * 3 4 ;  § 3 5 ,  * 9 0 ;  § 2 7 . ,  * 5 9 a ;  § 3 2 . ,  * 7 0  i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] .  U s i n g
T N Df :   a g a i n ,  f o r m u l a  A 1 .  e n t a i l s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  l e a s t  n u m b e r  p r i n c i p l e ,
* 1 4 9 ° ,  t h e  f o r m u l a
( A 2 . )  $ b ( ( $ b b  ( b , f )  =  0  É  b  ( b , f )  =  0 )
&  ¬ $ q ( q <  b & ( $ b b  ( b , f )  =  0  É  b  ( q , f )  =  0 ) ) )
w h i c h  e x p r e s s e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  l e a s t  i n t e g e r,  b ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e
s c o p e  o f  t h e  e x t e r n a l   $ b i n  A 2 .  T h e  u n i q u e n e s s  o f  t h i s  l e a s t   b c a n  b e
e x p r e s s e d  b y  t h e  f o r m u l a
( A 3 . )  $ ! b ( b  ( b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  b &  b  ( q , f )  = 0 ) . ~
. b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 )
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w h i c h  i s  d e d u c i b l e  f r o m  T N Df :  i n t u i t i o n i s t i c a l l y,  o n l y  t h e  d o u b l e  n e g a ti o n
o f  A 3 .  c a n  t h u s  b e  f o u n d  t o  b e  A r i - p r o v a b l e .  
T h e  l a s t  f o r m u l a  a n d  R o s s e r ’s  a x i o m  s c h e m a  11  f o r  d e f in i t e  d e s c r i p t i o n s  i n
[ R O S S E R ,  1 9 5 3 ]  t o g et h e r  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n  o f   w b  g i v e ,  i n  A r i ,  f i r s t
( A 4 . )  " b ( w b =  b  , . ( b  ( b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  b &  b  ( q , f )  =  0 ) .
~ . b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ) )
a n d  t h e n ,  w i t h  t h e  a i d  o f   S B A "  ( b ® w b )  a n d  M P,  t h e  e q u i v a l e n c e
w b =  w b   , : ( b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0 ) .
~ . w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ) ,
t h e  l e f t  s i d e  o f  w h i c h  i s  a  l o g i c a l a x i o m ,  R e f .  ( S e c t i o n  3 . ,  p .  3 0 ) .  H e n c e ,
t h e  r i g h t  s i d e  o f  t h i s  e q u i v a l e n c e ,  v i z . ,
( M - w b )   b  ( w b , f )  =  0  & ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0  ) .
~ . w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
i s  d e d u c i b l e  f r o m  T N Df :  i n  A r i ;  i t  f o ll o w s  t h a t  
T N Df :  É   ( M - w b )
i s  p r o v a b l e  i n  A r i ,  a n d  s o  i s  ( s e e  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] :  * 2 7 ,  * 5 8 a  a n d  * 6 0 h . , i . )
¬ ¬ T N Df :  É   ¬ ¬ ( M - w b ) ;
s i n c e   ¬ ¬ T N Df :  i s  p r o v a b l e  i n t u i t i o n i s t i c a l l y  ( c f .  § 2 7 . ,  * 5 1 a  i n  [ K L E E N E ,
1 9 5 2 ] ) ,  t h e f o r m u l a   ¬ ¬ M - w b i s  a l s o  p r o v a b l e  i n  t h e  i n t u it i o n is t i c  A r i .
5 . 5 . We  n o w  b e g i n  s t u d y i n g  t h e  i m p o r t a n t  t h e o r e m  M - w b  i n  s o m e  d e t a i l .
To  b e g i n  w i t h ,  o b s e r v e  t h a t  
I . b  ( w b , f )  =  0  & w b  =  0
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l e a d s  t o  a  c o n t r ad i c t i o n  e n t a i l e d  b y  b  ( 0 , f )  =  0   ( w h i c h  e n t a i l s   ( 0 ) 0 =  f
a n d ,  h e n c e,   0 =  1 ) .  F u r t h e r m o r e ;
I I . b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
a l s o  l e a d s  t o  a  c o n t r a d i c t i o n  b e c a u s e  b  ( w b , f )  =  0   a n d   S B A $  ( b  ® w b )
g i v e   $ b b  ( b , f )  = 0   c o n t r a d ic t i n g   ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 .
T h e  p r o v ab i l i t y  o f  t h e  n e g a t i o n s  o f  I .  a n d  I I .  e n t a i l s  t h e  p r o v a b i l i t y  o f
t h e  i m p l i ca t i o n s
b  ( w b , f )  =  0  É  ¬ w b  =  0 ,
b  ( w b , f )  =  0  É   ¬ ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 ,
b  ( w b , f )  =  0  É . ¬ w b  =  0  ~ ¬ ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
a n d  ( u s i n g  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ]  § 2 7 ,  * 3 4 ,  * 6 2 a )  a l s o  o f  t h e  i m p l i c a t i o n
I I I . b  ( w b , f )  =  0  É  ¬ ( w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 )
t h e  c o n s e q u e n t  o f  w h i c h  y i e l d s ,  t o g e t h e r  w i t h  M - w b ,  b o t h   
b  ( w b , f )  =  0  &   ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0 )  
a n d
¬ $ q ( q <  w b & b  ( q , f )  =  0 ) ;
t h e r e f o r e ,  t h e i m p l i c a t i o n
I V. b  ( w b , f )  =  0  É  ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0 )
i s  p r o v a b l e  i n  A r i .
B y  § 3 5 . ,  * 8 6   i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ,   ¬ $ q c a n  b e  r e p l a c e d  i n  I V.  b y  " q  ¬ a n d
b y  § 2 7 . ,  * 5 8 b  a n d  § 3 2 . ,  * 6 9 ,  o f  t h e  s a m e  r e f e r e n c e ,  t h e  co n s e q u e n t  i n  I V.
c a n  b e  r e p l a c e d  b y  
" q ( q <  w b   É   ¬ b  ( q , f )  =  0 ) ;
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t h u s ,  t h e  i m p l i c a t i o n
V. b  ( w b , f )  =  0 É  " q ( q <  w b   É   ¬ b  ( q , f )  =  0 )
i s  p r o v a b l e  ( i n  t h e  c l as s i c a l  A r i ) .  N o w,  o b s e r v e  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  
o f  b   ( S e c t i o n  4 . 3 ,  p . 3 2 )  c o n t a i n s  t h e  i t e m ,  ( d e f b3 ) ,  w h i c h  e n t a i l s
" q ( ¬ b  ( q , f )  =  0  É  b  ( q , f )  =  1 ) ;  t h er e f o r e ,  t h e  p r o v a b i l i t y  o f  V.  e n t a i l s
t h e  p r o v a b i l i t y  o f  t h e  i m p l i c a t i o n
Va . b  ( w b , f )  =  0  É   " q ( q <  w b   É  b  ( q , f )  =  1 ) .
O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  w e  h a v e  t h a t  e i t h e r  c o n j u n c t  i n  
w b  =  0 &   ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
e n t a i l s  t h e  n e g a t i o n  o f  b  ( w b , f )  =  0   a s  w e l l  a s  t h e  n e g a t i o n  o f  t h e  c o n -
j u n c t i o n
b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0  ) ,
w h i l e  § 2 7 . ,  * 6 1 a  i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ]  t o g e t h e r  w i t h  M - w b e n t a i l  t h e  i m p l i c a -
t i o n
V I . ¬ ( b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0 ) )
É w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
a n d  t h e r e f o r e  b o t h  o f  t h e  i m p li c a t i o n s
w b  =  0  É w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
a n d
¬ $ b b  ( b , f )  =  0  É w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
a r e  p r o v a b l e  i n  A r i .  T h e  c o n s e q u e n t  o f  t h e s e  i m p l i c a t i o n s  e n t a i l s  e a c h  o f
w b  =  0 a n d   ¬ $ b b  ( b , f )  = 0 .  T h e r e f o r e ,  e a c h  o f  t h e  im p l i c a t i o n s
V I I . w b  =  0  É ¬ $ b b  ( b , f )  =  0
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a n d
V I I I . ¬ $ b b  ( b , f )  =  0  É w b  =  0  
i s  p r o v a b l e  i n  t h e  c l a s s i c a l  A r i .  T h e  a n t e c e d e n t  o f  t h e  l a s t  i m p l i c a t i o n  i s  a
s t a n d a r d  f o r m u l a  e x p r e s s i n g ,  i n  L A r i ,  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  A r i ;  a c c o r d i n g l y,
i t  s h a l l  b e  d e n o t e d  b y   C o n b A r i .  H en c e ,  t h e  l a s t  i m p l i c a t i o n s  c a n  b e ,  r e s p e c -
t i v e l y ,  r e w r i t t e n  a s
V I I . a . w b  =  0   É   C o n b A r i
V I I I . a . C o n b A r i   É w b  =  0
b y  m ea n s  o f  w h i c h  i t  b e c o m e s  o b v i o u s  t h a t  w b  =  0   a n d   C o n b A r i a r e ,  i n  A r i ,
e q u i v a le n t  f o r m u l a e .  R e m a r k  t h a t  t h e  e q u a l i t y  w b =  0  i s  q u a n t i f i e r - f r e e .
5 . 6 .    L a s t e l y,  w e  s h a l l  m a k e  s o m e  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n
C o n b A r i a n d  t h e  n u m e ro i d a l i n s t a n c e  o f  t h e r e f l e c t i o n  p r i n c i p l e .  R e m a r k
f i r s t  t h a t   w b  =  0   e n t a i l s   ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0  )   ( a n d  t h a t  t h e  i m p l i -
c a t i o n  I V.  c a n  b e  i n v e r t e d  o n l y  i f   ¬ w b  =  0 ,  i . e .  o n l y  i f   C o n b A r i i s  f a l s e) .
O b s e r v i n g  n e x t  t h a t
b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  w b &  b  ( q , f )  =  0 )  É b  ( w b , f )  =  0
i s  a  l o g i c a l  a x i o m ,  a n d  t h a t  i t s  c o n t r a p o s i t i o n  g i v e s  t h e  i m p l i c a t i o n
I X . ¬ b  ( w b , f )  =  0  É
¬ ( b  ( w b , f )  =  0  &  ¬ $ q ( q <  b &  b  ( q , f )  =  0 ) )  
w h i c h  w i t h  c h a i n  i n f e r e n c e  w i t h  V I . ,  a b o v e ,  g i v e s
X . ¬ b  ( w b , f )  =  0  É w b  =  0 &  ¬ $ b b  ( b , f )  =  0  —
a n d  t h e  d e f i n i t i o n  C o n b A r i e n t a i l s  t h a t  t h e  A r i - p r o v a b il i t y  o f  t h i s  i m p l i c a -
t i o n  e n t a i l s  t h a t  t h e  i m p l i c a t i o n
X . a . ¬ b  ( w b , f )  =  0  É  C o n b A r i
i s  A r i - p r o v a b l e .
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R e m a r k  t h a t  t h e  p r o v a b i l i t y  o f  t h e  l a s t  i m p l i c a t i o n  c a n  a c t u a l l y  b e  i n f e r r e d
i m m e d i a t e l y  b e c a u s e  M - w b  e n t a i l s  t h e  d i s j u n c t i o n
b  ( w b , f )  =  0  Ú ¬ $ b b  ( b , f )  =  0 .
u s i n g  § 2 7 . ,  * 6 1 a  i n  [ K L E E N E ,  1 9 5 2 ] ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n  d e f w b
g i v e s  X a .
I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  t h e  o n l y  u s e  o f  n o n - i n t u i t i o n i s t i c a x i o m i n  t h e  p r o o f
o f  X . a .  i s  t h a t  o f  t h e  T N Df :  i n  t h e  p r o o f  o f  M - w b ;  t h e r e f o r e ,  ¬ ¬ X . a .  i s  i n t u -
i t i o n i s t i c a l l y  p r o v a b l e  ( r e c a l l  t h a t  b y  § 2 7 . ,  * 4 9 b  a n d  * 6 0 g - i i n  [ K L E E N E ,
1 9 5 2 ] ,  a  f o r m u l a  o f  t h e  s h a p e  ¬ A  É  ¬ B  i s  e q u i v a l e n t  t o  i t s  d o u b l e  n e g a -
t i o n ) .  X . a .  c a n  a l s o  b e w r i t t e n  a s
X . b . ( b  ( w b , f )  =  0  É f )  É  C o n b A r i .
T h e r e f o r e ,  i t  s u ff i c e s  t o  p r o v e  t h e  a n t e c ed e n t ,
w b - p . t . i . :  b  ( w b , f )  =  0  É f ,
o f  X . b .  i n  o r d e r  t o  o b t a i n ,  i n  A r i ,  a l s o  t h e  r e s u l t i n g  p r o o f  o f  t h e  f o r m u l a
C o n b A r i a n d  —   i f  t h e  s e c o n d  G ö d e l  t h e o r e m  h a s  a  p r o o f  a p p l i c a b l e  t o  t h i s
c a s e  —  a l s o  o f  a  c o n t r a d i c t i o n  f o r m u l a .  ( I n  t h e  I n t r o d u c t i o n ,  S e c t i o n  0 . 1 . ,
t h e f o r m u l a  w b - p . t . i .  w a s  l a b e l e d  L - w b i n  o r d e r  t o  s t r e s s  it s  c o n n e c t i o n  w i t h
L - b ,  i . e .  C o n b A r i ) .
O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  o b t a i n i n g  o f  a  n u m e r o i d a l  i n s t a n c e o f  f o r m u l a
w b - p . t . i  r e q u i r e s  t h a t  t h e  e q u a l i t y
w b =  v w b
i s  a c t u a l l y  p r o v a b l e  i n  A r i .  O f  c o u r s e ,  i f  w b =  0  t h a t  m a y  n o t  b e  s o  d i f f i c u l t
—  b u t  s i n c e  t h e  c a s e  w h e r e  w b i s  p o s i t i v e m u s t  a l s o  b e  c o n s i d e r e d  t h e
p r o o f ,  i n  A r i ,  o f  t h i s  e q u a l i t y  i s  n o t  a  t r i v i a l  t a s k .  T h i s  t a s k  w i l l  b e  c o n s i -
d e r e d  i n  P a r t  I I  o f  t h i s  w o r k  —  m e a n w h i l e,  i m m e d i a t l y  b e l o w,  w e  g i v e  a n
a r g u m e n t ,  i n M A r i ,  w h i c h  d o e s  n o t  a s s u m e  t h e  a c c o m p l i s h m e n t  o f  t h i s  t a s k .
H o w e v e r ,  n o t i c e  t h a t  n u m e r o i d al  i n s t a n c e s  o f  c e r t a i n  f o r m u l a e  a re n e e d e d
i n  A p p e n d i c e s  D 1  a n d  D 2  —  n e v e r t h e l e s s ,  t h i s  n e e d  m a y  b e  c i r c u m v e n t e d
a n d  t h i s  p o i n t  w i l l  b e  t a k e n  u p  i n  P a r t  I I  ( a t  w h i c h  p o i n t  a  c o m p l e t e  r e v i -
s i o n  o f  t h e  p r e s e n t  p r o o f  p r e s e n t a t i o n  w i l l  b e  co n s i d e r e d ) .
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. 6 .    B e l o w,  f o l l o w s  t h e  p re l i m i n a r y p r o o f - p r e s e n t a t i o n  1 . - 6 8 6 a .  o f  t h e  f o r -
m u la  C o n b A r i .  T h i s  p r e l i m i n a r y  p r o o f - p r e s e n t a t i o n  i s  i n t e n d e d  t o  b e  r e a d
i n  c o n ju n c t io n  w i t h  t h e  c o m m e n t s  g i v e n  i n  S e c t i o n  5 ,  a b o v e .  T h u s ,  g i v e n
t h at  ( i )  t h e  a d d i t i o n a l  l i n e s  o f  S e c t i o n  5 . 3 . 4 . ,  a b o v e ,  a r e  e d i t e d  i n t o  t h e
p r e l i m i n a r y  p r o o f - p r e s e n t a t io n ,  ( i i )  t h a t  p r o o f s  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i -
e s  a r e  i m p l a n t e d  a t  f o r m u l a e  7 .  a n d  6 3 0 . ,  r e s p e c t i v e l y  ( w i t h  d u e  a t t e n t io  t o
e d it i n g  m a t t e r s  r e g a r d i n g  t h e  c h o i c e  o f  v a r i a b l e ) ,  ( i i i )  i m p l a n t i n g  A r i - p r o -
o f s  o f  a l l  i n s t a n c e s  o f  ( t - a x ) ;  ( i v )  a l l  K l e e n e  f o r m u l a e  a r e  t r a n s l a te d  i n t o
c o r r e s p o n d i n g  f o r m u l a e  i n  L A r i  a n d ,  f i n a l l y,  ( v )  a l l  f o r m u l a e  m u s t  b e  c l o -
s e d ,  t h e n t h e  f o l l o w i n g  p r e l i m i n a r y  p r o o f - p r e s e n t a t i o n  i s  a l s o  a  p r o o f - p r e -
s e n t a t io n  i n  A r i .
T h u s ,  t h e  r e a d e r  m a y  f i r s t  c o n s i d e r  t h e  p r e s e n t a t i o n  a s  a  d e d u c t i o n c a r -
r i e d  o u t  i n  t h e  e x t e n s i o n  A r i n ;  a n d  p ro v i d e d a l l  h y p o t h e s e s  h a v e  b e e n  A r i n -
p r o v e d ,  s e c o n d l y ,  a s  a  A r i n - p r o o f  —  a n d  o n l y  t h e re a f t e r a s  a  p ro o f i n  A r i +
o r  t h e  g r o u n d  t h e o r y  A r i  o b t a i n e d  b y  s y s t e m a t i c a l l y  r e p l a c i n g  a l l  K l e e n e
f o r m u l a e  F n  i n  L A r i n b y  th e  c o r r e s p o n d i n g  f o r m u l a e  i n  L A r i .
T h u s ,  w e  a r e  u s i n g  a  s i n g l e t e x t ,  1 - 6 8 6 a . ,  t o  p l a y  t h e  r o l e  o f  s e v e r a l
d i s t i n c t  p ro o f s  o f  w h i c h  t h e  p r o o f  i n  A r i  i s  o b t a i n a b l e  b y  a n  i n t u i t i v e  t r a n s -
l a t i o n  f r o m  L A r i n i n t o  L A r i  ( a  t r a n s l a ti o n  w h i c h ,  f o r  t h e  n o n - f i n i t i s t ,  o f
c o u r s e ,  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  t o  w r i t e  d o w n  ‘ i n  p r in c i p l e ’ ) .  T h e  f i n a l  e d i t i n g
o f  t h i s  p r e l i m i n a r y  p r o o f - p r e s e n t a t i o n  w i l l  b e  g i v e n  i n  P a r t  I I .  I n  t h e  m e a n -
t i m e ,  t h e  r e a d e r  i s  i n v i t e d  t o  w r i t e  o u t  t h e  p r o o f  w i t h  a l l  d e t a i l s  a n d ,  i n
a d d i t i o n ,  c o n s i d e r  a n y  p o s s i b le  s i m p l i f i c a t i o n ( s ) .  ( S o m e  s u b s t an t i a l  s i m p l i -
f i ca t i o n s  h a v e  a l r e a d y  b e e n  f o u n d  b y  t h e  p r e s e n t  a u t h o r s  w h i c h  w il l  b e
i n c o r p o r a t e d  i n  t h i s  w o r k  w i t h  t h e  p u b l i c a t i o n  o f  i t s  P a r t  I I ) .
6 . 1 .    S o m e  o f  t h e  p r o o f  c o m m e n ts  i n  1 . - 6 8 6 a . ,  b e l o w,  a r e  r e d u c e d  t o  t h e
e x p r e s s i o n   [ … ]   —  w h i c h  m e a n s  t h a t  t h e  c o m m e n t  e x ce e d e d  t h e  t y p o g r a p -
h i c a l  s p a c e  a v a i l a b l e  o n  t h e  p a g e .  A l l  s u ch  p r o o f  c o m m e n t s  r e f e r  t o  e l e -
m e n t a r y  a r i t h m e t i c a l  a x i o m s  s o  f a r  n o t  t a k e n  i n t o  a t t e n t i o n  a n d  t h e i r  f u l l
t e x t s  a r e  r e l e g a t e d  t o  A p p e n d i x  B w h i l e  t h e  r e m a i n i n g  l a b e l s  n o t  a c c o u n t e d
f o r  a r e  G a 0 ,  G a 1 a n d  G a 2 w h i c h  r e f er  t o  G a u s s ’  l a w s  f o r  p r i m e  e x p o n e n t s .  
I n  o r d e r  t o  d e f i n e  t h e  l a t e r  a n  a d d i t i o n a l  f u n c t i o n  s y m b o l ,  s o  f a r  n o t
i n t r o d u c e d  ( a n d  w h i c h  a l s o  o c c u r s ,  b e l o w ;  v i z . ,  a t  l i n e  4 2 1 ) . ,  l  ,  d e n o t e s
t h e f u n c t i o n  s y m b o l  f o r  w h i c h   l ( n )   ,   n >   1 ,  s h a l l  d e n o t e  t h e  l a r g e s t  ( i f
a n y )  i n t e g e r   f   s u c h  t h a t   n i s  d i v i s i b l e  b y   p f )   —  w h e r e  t h e  l a t t e r  n o t a -
t i o n  d e n o t e s  t h e   f t h p r i m e .  F o r  n =  0 ,  1 ,  l ( n )   s h a l l  e q u a l  z e r o .
F o r  e a c h  p o s i t i v e  n ,  t h e  G a u s s i a n  T h e o r e m  c l a i m s  t h e u n i q u e n e s s  o f  t h e
d e c o m p o s i t i o n  o f  n i n  t h e  p r i m e  f a c t o r s :
n = Õ
l
g =0
( n )
p g
( n )g .
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O n  t h e  o t h e r  h an d ,  f o r  e a c h  u n a r y  f u n c t i o n  z a n d  i n t e g e r s  h ,  k  s u c h  t h a t  h  £
k  ,  t h e  e q u a l i t y
( G a h ) ( Õ
g =
k
0
p g
z ( g ) ) h =  z ( h )
h o l d s .  F o r  h  =  0 ,  1 ,  2 ,  … ,  i n s t a n c e s  o f  th e s e  e q u a l i t i e s  a r e  l a b e l e d  G a 0 ,
G a 1 ,  G a 2 ,  … .
F u r t h e r ,  a  n u m b e r  o f  d e r i v e d  r u l e s  o f  i n f e r e n c e  l a b e l e d  c h . i n . ,  c h . i n . 2 ,  c h -
f l a ,  I n t - A n t ,  C o n t r a p .  a n d  M T P 2 o c c u r s  a n d  t h e y  a r e  A r i - p r o v e d  i n
A p p e n d i x  A .
F o r m u l a  7 . ,  b e l o w,  i s  p r o v e d  i n  A p p e n d i x  D 2  a n d  t h e  m p - i n d u c t i o n  f o r -
m u l a ,  i . e .  f o r m u l a  6 3 0 . ,  b e l o w,  i s  p r o v ed  i n  A p p e n d i x  C .  I n  P a r t I I  o f  t h i s
w o r k ,  t h e  f u l l  p r o o f  w i l l  b e  c o m p l e t ed  a n d  t h e  e n s u i n g  p a r a d o x ( e s )  r e s o l -
v e d .
.
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1. axAri ((µ)0) = 0  É F(µ)0 (T-Ax),
2. µ = 2
(µ)0 & axAri ((µ)0) = 0  É axAri ((µ)0) = 0 (Con 2),
2a. Ant1
b 1(µ) É axAri ((µ)0) = 0 [defAnt1b1; 2],
3.-7. Ant1
b 1(µ) É F(µ)0 (2a., 1; ch.in.),
8. µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0  &  b 1((µ)2) = 0  É
b 1((µ)2) = 0 (Con 2),
8a. Ant2
b 1(µ) É b 1((µ)2) = 0 [defAnt2b1; 8],
9. µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0  &  b 1((µ)2) = 0  É
µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0 (Con 1),
9a. Ant2
b1(µ) É µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0 [defAnt2b1; 9],
10. µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0  É b 1((µ)1) = 0 (Con 2),
11.-15. Ant2
b1(µ) É b 1((µ)1) = 0 (9a., 10; ch.in.),
16. µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0  É
µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0 (Con 1),
17.-21. Ant2
b1(µ) É µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0 (9a., 16.; ch.in.),
22. µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  É ¬ µ = 0 (Con 2),
23.-27. Ant2
b1(µ) É ¬ µ = 0 (21., 22.; ch.in.),
28. µ = mp ((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  É µ = mp ((µ)1, (µ)2) (Con 1),
29.-33. Ant2
b1(µ) É µ = mp ((µ)1, (µ)2) (21.,28.; ch.in.),
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34. mp ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) [defmp],
35. 34.  É 36. (LEA2
=),
36. µ = mp ((µ)1, (µ)2) É µ = Mp ((µ)1, (µ)2)· x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) (34.,35.; MP),
37.-41. Ant2
b1(µ) É µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) (33., 36.; ch.in.),
42. sg ((µ)1) = 0 Ú sg((µ)1) = 1 […],
43. sg ((µ)1) = 0  É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · 0 (LEA-rp)
44. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · 0 = 0 […],
45. 44. É 46. (LEA2
=),
46. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2)  · sg ((µ)1) = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2)  · 0  É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =  0 (44., 45.; MP),
47.-51. sg((µ)1) = 0  É Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =  0 (43., 46.; ch.in.),
52. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =  0  É
( µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) É µ = 0) (LEA2
=),
53.-57. sg((µ)1) = 0  É  ( µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) É µ = 0) (51., 52.; ch.in.),
58.-65. ( µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) É (sg ((µ)1) = 0 É µ = 0) (57.; Int.-Ant.),
66.-70. Ant2
b1(µ) É (sg ((µ)1) = 0 É µ = 0) (41., 65.; ch.in.),
71.-85. (sg ((µ)1) = 0 É µ = 0) É (¬ µ = 0  É ¬ sg ((µ)1) = 0) (contrap.),
86.-90. Ant2
b1(µ) É (¬ µ = 0  É ¬ sg ((µ)1) = 0) (70., 85.; ch.in.),
91. 90. É (27. É 93.) (Imp 2),
92. 27. É 93. (90., 91.; MP),
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93. Ant2
b1(µ) É ¬ sg ((µ)1)= 0 (27., 92.; MP),
94.-113. ¬  sg ((µ)1)= 0  É sg ((µ)1)= 1 (42.; Mtp2),
114.-118. Ant2
b1(µ) É sg ((µ)1 = 1 (93.,113.; ch.in.),
119. sg ((µ)1 = 1 É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, ·1 (LEA2
=),
120. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) × 1 = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) […],
121. 120.  É 122. (LEA2
=),
122. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) × 1 É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) (120., 121.;MP),
123.-127. sg((µ)1 = 1 É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) (119., 122.; ch.in.),
128.-132. Ant2
b1(µ) É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) (118., 127.; ch.in.),
133. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) =
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) É
(µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) É
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µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2))) (LEA2
=),
134.-138. Ant2
b1(µ) É
(µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) · sg ((µ)1) É
µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2))) (132., 133.; ch.in.),
139. 138. É (41. É 141.) (Imp 2),
140. 41. É 141. (138., 139.; MP),
141. Ant2
b1(µ) É µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) (41., 140.; MP),
142. x ((µ)1, (µ)2) = sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) [def x ],
143. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0 Ú sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 1 […],
144. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0  É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · 0 (LEA-rp),
145. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · 0 = 0 […],
146. 145. É 147. (LEA2
=),
147. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · 0  É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0 (145., 147.; MP),
148.-152. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0  É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0   (144., 147.; ch.in.),
153. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0  É
(142.  É  x ((µ)1, (µ)2) = 0) (LEA2
=),
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154.-158. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 0  É  (142.  É  x ((µ)1, (µ)2) = 0) (152., 153.; ch.in.),
159.-168. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) = 0  É  x ((µ)1, (µ)2) = 0 (158., 142.; ch.in.2),
169. x ((µ)1, (µ)2) = 0  É Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) · 0    (LEA-rp),
170. Mp ((µ)1, (µ)2) · 0 = 0 […],
171. 170. É 172. (LEA2
=),
172. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) · 0  É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = 0 (170., 171.;MP),
173.-177. x ((µ)1, (µ)2) = 0  É Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = 0 (169., 172: ch.in.),
178. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = 0  É
(µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) É µ = 0) (LEA2
=),
179.-183. x ((µ)1, (µ)2) = 0  É
( µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) É µ = 0) (177., 178; ch.in.),
184.-191. µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) É (x ((µ)1, (µ)2) = 0  É µ = 0) (183.; Int-Ant.),
192.-196. Ant2
b1(µ) É (x ((µ)1, (µ)2) = 0  É µ = 0) (141., 191.; ch.in.),
197.-211. (x ((µ)1, (µ)2) = 0  É µ = 0)  É (¬  µ = 0  É ¬ ( x ((µ)1, (µ)2) = 0) (contrap.),
212.-216. Ant2
b1(µ) É (¬  µ = 0  É ¬ ( x ((µ)1, (µ)2) = 0) (196., 211.; ch.in.),
217. 216. É (27. É 219.) (Imp 2),
218. 27. É 219. (216., 217.; MP),
219. Ant2
b1(µ) É ¬ x ((µ)1, (µ)2) = 0 (27., 218.; MP),
220.-231. ¬ x ((µ)1, (µ)2) = 0  É ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 0 (168.; Contrap),
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232.-236. Ant2
b1(µ) É ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 0 (219., 231.; ch.in.),
237.-256. ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 0  É sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 1       (143.; Mtp2),
257.-261. Ant2
b1(µ) É sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 1 (236., 256.; ch.in.),
262. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 1  É ((µ)2 )0,1 =  ((µ)1)0 […]
263.-267. Ant2
b1(µ) É ((µ)2 )0,1 =  ((µ)1)0 (261., 262.; ch.in.),
268. sg— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) = 1 É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1)0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · 1 (LEA-rp),
269.-273. Ant2
b1(µ) É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) ·  1 (261., 268.; ch.in.),
274. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) ·  1 = sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) […],
275. 274. É 276. (LEA2
=),
276. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) ·  1 É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) (274., 275.; MP),
277.-281. Ant2
b1(µ) É
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) (273., 276.; ch.in.),
282. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) · sg
— (msd ((µ)2 )0,1 , ((µ)1 )0)) =
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sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3))  É
(142.  É  x ((µ)1, (µ)2) = sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) (LEA2
=),
283.-287. Ant2
b1(µ) É (142.  É  x ((µ)1, (µ)2) = sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) (281., 282.; ch.in.),
288.-292. Ant2
b1(µ) É  x ((µ)1, (µ)2) = sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) (287., 142.; ch.in.2),
293. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0  Ú sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 1 […],
294.-313. ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0  É sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 1 (293.; Mtp2),
314. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0  É (x ((µ)1, (µ)2) = sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3))  É
x ((µ)1, (µ)2) = 0) (LEA2
=),
315.-322. x ((µ)1, (µ)2) = sg
— (msd ((µ)2 )0,0 , 3))  É
( sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3) = 0  É  x ((µ)1, (µ)2) = 0) (314.; Int-Ant.),
323.-327. Ant2
b1(µ) É
( sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0  É  x ((µ)1, (µ)2) = 0) (292., 322.; ch.in.),
328.-342. ( sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0  É  x ((µ)1, (µ)2) = 0)  É
( ¬ x ((µ)1, (µ)2) = 0)  É ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0) (contrap),
343.-347. Ant2
b1(µ) É  ( ¬ x ((µ)1, (µ)2) = 0)  É ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0) (327., 342.; ch.in.),
348. 347. É (219. É 350.) (Imp 2),
349. 219. É 350. (347., 348.; MP),
350. Ant2
b1(µ) É ¬ sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 0 (219.,349.; MP),
351.-355. Ant2
b1(µ) É sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 1 (350., 313.; ch.in.),
356. sg— (msd ((µ)2 )0,0 , 3)) = 1  É ((µ)2 )0,0 =  3 […],
357.-361. Ant2
b1(µ) É ((µ)2 )0,0 =  3 (355., 356.; ch.in.),
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362. sg— (msd (((µ)2 )0,0 , 3)) = 1  É  (x ((µ)1, (µ)2) = sg
— (msd (((µ)2 )0,0 , 3))  É
x ((µ)1, (µ)2) = 1) (LEA2
=),
363.-367. Ant2
b1(µ) É
(x ((µ)1, (µ)2) = sg
— (msd (((µ)2 )0,0 , 3))  É
x ((µ)1, (µ)2) = 1) (355., 362.; ch.in.),
368. 367. É (292. É 370.) (Imp 2),
369. 292. É 370. (367., 368.; MP),
370. Ant2
b1(µ) É  x ((µ)1, (µ)2) = 1 (292., 369,; MP),
371. x ((µ)1, (µ)2) = 1 É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) · 1 (LEA-rp),
372.-376. Ant2
b1(µ) É Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) · 1 (370., 371; ch.in.),
377. Mp ((µ)1, (µ)2) · 1 = Mp ((µ)1, (µ)2) […],
378. 377.  É 379. (LEA2
=),
379. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) ·1  É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) = Mp ((µ)1, (µ)2) (377., 379.; MP),
380.-384. Ant2
b1(µ) É
Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2)  = Mp ((µ)1, (µ)2) (376., 379.; ch.in.),
385. Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2)  = Mp ((µ)1, (µ)2) É
(µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) É µ = Mp ((µ)1, (µ)2)) (LEA2
=),
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386.-390. Ant2
b1(µ) É
( µ = Mp ((µ)1, (µ)2) · x ((µ)1, (µ)2) É µ = Mp ((µ)1, (µ)2)) (384., 385.; ch.in.),
391. 390. É (141. É 393.) (Imp 2),
392. 141. É 393. (390., 391.; MP),
393. Ant2
b1(µ) É µ = Mp ((µ)1, (µ)2) (141., 392.; MP),
394. Mp ((µ)1, (µ)2) = 2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2 (defMp),
395. 394.  É  396. (LEA2
=),
396. µ = Mp ((µ)1, (µ)2) É µ =  2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2 (394., 395.; MP),
397.-401. Ant2
b1(µ) É µ =  2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2 (393., 396.; ch.in.), 
402. µ =  2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2 É  ( µ)0 =  (2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2)0 (LEA-rp),
403.-406. Ant2
b1(µ) É  ( µ)0 =  (2((µ)2)0,2· 3(µ)1 · 5(µ)2)0 (401., 402.; ch.in.),
407. (2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2)0 = ((µ)2)0,2 (Ga0),
408. 407. É  409. (LEA2
=),
409. (µ)0 = (2((µ)2)0,2 · 3(µ)1 · 5(µ)2)0 É (µ)0 = ((µ)2)0,2 (407., 408.,; MP),
410.-413. Ant2
b1(µ) É (µ)0 = ((µ)2)0,2 (406., 409.; ch.in.),
414. (µ)0 = ((µ)2)0,2  É ((µ)2)0,2 = (µ)0 (Sym=),
415.-419. Ant2
b1(µ) É ((µ)2)0,2 = (µ)0 (413., 414.; ch.in.),
420. b 1((µ)2) = 0  É cfor ((µ)2)0) = 0 […],
421. cfor ((µ)2)0 =  0  É l ((µ)2)0) = 2 […],
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422.-426. b 1((µ)2) = 0  É l ((µ)2)0) = 2 (420., 421.; ch.in.),
427. l ((µ)2)0) = 2 É ((µ)2)0 =  2((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 […],
428.-432. b 1((µ)2) = 0  É ((µ)2)0 =  2((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 (426., 427.; ch.in.),
433.-437. Ant2
b1(µ) É ((µ)2)0) =  2((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 (8a., 432.; ch.in.),
438. (((µ)2)0)0 =  ((µ)2)0,0 (def
2
exp0,0
),
439. ((µ)2)0,0 = 3  É (438.  É  (((µ)2)0)0 = 3) (LEA2
=),
440.-444. ((µ)2)0,0 = 3  É (((µ)2)0)0 = 3 (439., 438.; ch.in.2),
445. (((µ)2)0)0 = 3  É 2(((µ)2)0)0 = 2
3 (LEA-rp),
446.-450. ((µ)2)0,0 = 3  É 2(((µ)2)0)0 = 2
3 (444., 445.; ch.in.),
451.-455. Ant2
b1(µ) É 2(((µ)2)0)0 = 23 (361., 450.; ch.in.),
456. (((µ)2)0)1 = ((µ)2)0,1 (def
2
exp0,1
),
457. ((µ)2)0,1 =  ((µ)1)0 É  (456.  É  (((µ)2)0)1 =  ((µ)1)0) (LEA2
=),
458.-462. ((µ)2)0,1 =  ((µ)1)0 É (((µ)2)0)1 =  ((µ)1)0 (457., 456.; ch.in.2),
463. (((µ)2)0)1 = ((µ)1)0 É 3(((µ)2)0)1 = 3((µ)1)0 (LEA-rp,)
464.-468. ((µ)2)0,1 =  ((µ)1)0 É 3
(((µ)2)0)1 = 3((µ)1)0 (462., 463.; ch.in.),
469.-473. Ant2
b1(µ) É 3(((µ)2)0)1 = 3((µ)1)0 (267., 468.; ch.in.),
474. 2(((µ)2)0)0 = 23 É 2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3(((µ)2)0)1 (LEA-rp),
475.-479. Ant2
b1(µ) É 2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3(((µ)2)0)1 (455., 474.; ch.in.),
480. 3(((µ)2)0)1 = 3((µ)1)0 É 23 · 3(((µ)2)0)1 =  23 · 3((µ)1)0 (LEA-rp),
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481.-485. Ant2
b1(µ) É 23 · 3(((µ)2)0)1 =  23 · 3((µ)1)0 (473., 480.; ch.in.),
486. 23 · 3(((µ)2)0)1 =  23 · 3((µ)1)0 É
(2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3(((µ)2)0)1 É
2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3(((µ)1)0) (LEA2
=),
487.-491. Ant2
b1(µ) É
(2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3(((µ)2)0)1 É
2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3((µ)1)0) (485., 486.; ch.in.),
492. 491. É (479. É 494.) (Imp 2),
493. 479. É 494. (491., 492.; MP),
494. Ant2
b1(µ) É 2(((µ)2)0)0 · 3((µ)2)0)1 = 23 · 3((µ)1)0 (479., 493.; MP),
495. (((µ)2)0)2 = ((µ)2)0,2 (def
2
exp0,2
),
496. ((µ)2)0,2 = (µ)0 É (495. É  ( ((µ)2)0)2 = (µ)0) (LEA2
=),
497.-501. ((µ)2)0,2 = (µ)0 É (((µ)2)0)2 = (µ)0 (496., 495.; ch.in.2),
502. (((µ)2)0)2 = (µ)0 É 5(((µ)2)0)2 = 5((µ)0 (LEA-rp),
503.-507. ((µ)2)0,2 = (µ)0 É 5(((µ)2)0)2 = 5(µ)0 (501., 502.; ch.in.),
508.-512. Ant2
b1(µ) É 5(((µ)2)0)2 = 5(µ)0 (419., 507.; ch.in.),
513. 5(((µ)2)0)2 = 5(µ)0 É 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 (LEA-rp),
514.-518. Ant2
b1(µ) É 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 =23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 (512., 513.; ch.in.),
519. 2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 = 23 · 3((µ)1)0 É
69
2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 (LEA-rp),
520.-524. Ant2
b1(µ) É
2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 (494., 519.; ch.in.),
525. 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É
(2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 É
(2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0) (LEA2
=),
526.-530. Ant2
b1(µ) É
(2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(((µ)2)0)2 É
(2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0) (518., 525.; ch.in.),
531. 530. É (524. É 533.) (Imp 2),
532. 524. É 533. (530., 531.; MP),
533. Ant2
b1(µ) É
2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 (524., 532.; MP),
534. 2(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É
(((µ)2)0 = 2
(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 É
((µ)2)0 = 2
3 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0) (LEA2
=),
535.-539. Ant2
b1(µ) É
(((µ)2)0 = 2
(((µ)2)0)0 · 3(((µ)2)0)1 · 5(((µ)2)0)2 É
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((µ)2)0 = 2
3 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0) (533., 534.; ch.in.),
540. 539. É (437. É 542.) (Imp 2),
541. 437. É 542. (539., 540; MP),
542. Ant2
b1(µ) É ((µ)2)0 = 23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 (437., 541.; MP),
543. ((µ)2)0 = 2
3 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É (F((µ)2)0
É F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 ) ( L E A
n
1 ),
544.-548. Ant2
b1(µ) É (F((µ)2)0 É F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 ) (542., 543.; ch.in.),
549. (23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0)0 = 3 (Ga0),
550. (23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0)1 = ((µ)1)0 (Ga1),
551. (23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0)2 = (µ)0 (Ga2),
552. 549. É  ( F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É
F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )1
É F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )2
) (L E A nM P ) ,
553. F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É
( F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )1
É F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )2
) (549., 552.; MP),
554. 550.  É 555. (Sym=),
555. ((µ)1)0 =  (2
3 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0)1 (550, 554.; MP),
556. 555.  É 557. ( L E A n1 ) ,
557. F((µ)1)0
É F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )1
(555., 556.; MP),
558.-565. F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )1
É  ( F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )2
) (553.; Int-Ant),
566.-570. F((µ)1)0
É  ( F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )2
) (557., 565.; ch.in.),
571. 551.  É 572. ( L E A
n
1 ) ,
572. F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )2
É F(µ)0 (551., 571.; MP),
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573.-579. 572.  É 580. (ch.in. - fla2),
580. ( F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É F(23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 )2
) É
( F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É F(µ)0 ) (572., 579.; MP),
581.-585. F((µ)1)0
É  ( F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É F(µ)0) (570., 580.; ch.in.),
585.-593. F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 É (F((µ)1)0 É F(µ)0) (585.; Int-Ant.),
594.-600. 593. É 601. […],
601. (F((µ)2)0
É F23 · 3((µ)1)0 · 5(µ)0 ) É (F((µ)2)0 É (F((µ)1)0 É F(µ)0)) (593., 600.; MP),
602.-606. Ant2
b1(µ) É (F((µ)2)0 É (F((µ)1)0 É F(µ)0)) (548., 601.; ch.in.),
607.-625. (F((µ)2)0
É (F((µ)1)0 É F((µ)0)) É (F((µ)1)0 É (F((µ)2)0 É F(µ)0)) ( int-ant.),
626.-630. Ant2
b1(µ) É (F((µ)1)0 É (F((µ)2)0 É F(µ)0)) (606.-625.; ch.in.),
631. 7.  É (630. É 633.) (mp-ind),
632. 630. É 633. (7., 631.; MP),
633. b 1(µ) = 0  É F(µ)0 (630., 632.; MP)
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633.wb b 1(wb ) = 0  É F(wb )0 (633.; µ ® wb ),
634. b (wb , f ) = 0  &  ¬ $ q (q < wb & b (q , f ) = 0) . ~ .
wb = 0  & ¬ $ b ( b (b , f ) = 0), (M- wb ),
635. b (wb , f ) = 0  É b 1(wb ) = 0  &  ( wb )0 = f (defb1 ),
636. b 1(wb ) = 0  &  (wb )0 = f É b 1(wb ) = 0 (Con 1),
637.-641. b (wb , f ) = 0  É b 1(wb ) = 0 (635., 636.; ch.in.),
642.-646 b (wb , f ) = 0  É F(wb )0 (641., 633. wb ; ch.in.),
647. b 1(wb ) = 0  &  (wb )0 = f É (wb )0 = f (Con 2),
648.-552. b (wb , f ) = 0  É (wb )0 = f (635., 647.; ch.in.),
653. (wb )0 = f É ( F(wb )0 É F f
) ( L E A n1 )
,
654.-658. b (wb , f ) = 0  É ( F(wb )0  É F f
) (652., 653.; ch.in.),
659. 658. É (646 É 661.) (Imp 2),
660. 646 É 660. (658., 659.; MP),
661. b ( wb , f ) = 0  É F f (646, 660; MP),
662. F
f
É f […],
663.-667. b (wb , f ) = 0  É f (661., 662; ch.in.),
668. b (wb , f ) = 0  &  ¬ $ q (q < wb & b (q , f ) = 0)   É
b (wb , f ) = 0 (Con 1),
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669.-673. b (wb , f ) = 0  &  ¬ $ q (q < wb & b (q , f ) = 0)  É f (668., 667.; ch.in.),
674. f É ¬ $ b b (b , f ) = 0 (Imp 3),
675.-679. b (wb , f ) = 0  &  ¬ $ q (q <  w b & b (q , f ) = 0)  É
¬ $ b b (b , f ) = 0 (673., 674.; ch.in.),
680. wb = 0  &  ¬ $ b b (b , f ) = 0  É ¬ $ b b (b , f ) = 0 (Con 2),
681. 679  É (680. É 683.) (Con 3),
682. 679. É 682. (679., 681.; MP),
683. 679.  &  680. (680., 682.; MP),
684. 683  É (634. É 686.) (Dis 3),
685. 634. É 686. (683., 684; MP),
686. ¬ $ b b (b , f ) = 0 (634., 685.; MP),
686a. ConbAri
[def ConbAri
].
(End of proof).
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ENDNOTE A.
a1. In this work the formal objects considered as numeroids are also denoted by the usual arabic figures  0, 1,
2, …, while integers, considered as intuitive objets, shall, in case of need, be denoted by underlining the same
figures, i.e., by the symbols  0, 1, 2, … . In MAri, it shall be assumed that these two sequences of symbols are
isomorphic so that for any integer n there corresponds a numeroid,  n  ( i.e. Sun 0), which is said to stand for the
value of the former. Further, for any constant termoid  t  in LAri, its value, v t , shall be the numeroid  Sut 0.
This does not mean that the equality  t =v t  is necessarily provable in Ari —  in fact, it even looks impossible
to prove this equality for arbitrary constant termoid  t  in LAri (unless Ari is inconsistent).
a2. It will be convenient to have several distinct notations for the same En-N depending on the context in which
it occurs. Thus, for example, if E denotes an equality, t =v t, it shall be assigned the En-N  215 · 3 t · 523suc (t),
in accordance with the general stipulations for assigning En-N‘s to (closed) formulae, where t is a special nota-
tion for En-N of (closed) termoid  t. However, neither this notation nor the object which it denotes belong to the
language LAri — in which the corresponding object would be exceedingly complex. Thus, already the first fac-
tor, 215, would, in LAri, be quite inconvenient to write down more than once as it is actually the object
ex(SuSu0, SuSuSuSuSuSuSuSuSuSuSuSuSuSuSu0)
where ex stands for the function symbol of exponentiation in LAri the value of which in the present case would
correspond to an expression consisting of  215 occurrences of the symbol Su.
Therefore, the notation E , like t , above, shall be considered as only a special notation which may be used in
place of a general notation for explicitly exhibiting the formal object denoted by E —  which, obviously, is
more than unpractical to write down even once. Thus, certain contexts in this work shall require that the expli -
cit notation in LAri for E can be indicated — in which case the notation  E shall indicate that very object
explicitly (in LAri) and be refered to as an ‘En-NG’ or ‘En-N-generator’. In this work, the latter notation shall
be confined to Appendix D (and further used in Part II of this paper).
(This matter is ignored even in [Hilbert-Bernays, 1939] where the passage from the metatheoretically conside-
red termoid like 215 · 3 t · 523
suc (t)
, above, to the (notation for the) numeroid corresponding to  the En-NG  for
the equality t =v t is considered unproblematical (cf. the penultimate remark in §5.2 of [Hilbert-Bernays, 1939])
However, even apart from feasability, the consideration of the provability of the equality  t =v t,  for arbitrary
termoid t, in Ari is non-trivial. For example, it would be a major obstruction to deal with a demand that proscri-
bed the use of any termoid t in LAri as a En-NG unless also the equality  t =v t has been proved in Ari. Let Ari*
denote the formal system obtained from Ari by imposing this demand and let b * denote the characteristic func-
tion of Ari*‘s proof relation. The question is whether or not each En-N, E , in MAri, can be considered also as
a En-N in MAri*? If so, then already in MAri E can be replaced by Su E 0 so that for any constant termoids r,
s, in LAri, b (r,s) = 0 must hold in MAri iff it holds in MAri* and in MAri* it shall hold iff so does b (Sur0,Sus0)
= 0. Does this mean that the equality.b (r,s) = b (Sur0,Sus0) holds for all constant termoids r,.s, in LAri inclu-
ding the case where r = wb and s = f ? Can it hold without being Ari-provable?
Of course, if Ari is inconsistent then all equalities are provable — including wb = v wb . The latter equality can
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also be written as wb = Su wb 0 and if Ari is consistent then wb = 0 holds so that the right side of this equality is
the numeroid with exactly 0 occurrences of Su, i.e. 0. Therefore, if Ari is consistent then this equality coincides
with wb = 0 which turns out to be provably equivalent with the consistency formula ConbAri . Thus, this equality
is problematic as to its provability iff Ari is consistent.
The replacing of b by b * might remove this problem — although that is an argument which illustrates how
problematic  it can be to carry through this replacement. The problem will be reconsidered in Part II of this
work).
ENDNOTE B.
In the open logic, the postulates of the WPC consists of the logical axioms of groups I. and II. together with the
rules (MP) and (Gen). In the closed logic, the latter rule is excluded but otherwise the closed axioms of the open
WPC are retained.
A remarkable property of WPC  (with equality) is that it is rich enough to carry out, in the open logic, all deri-
vations of the Predicate Calculus as exposited in Theorem 17 (and its Corollary) in §35. of  [KLEENE, 1952]),
except the formulae *79-*80. Also the propositional derivations can be carried out in the open logic, as well as
derivations dealing with the replacement of parts of formulae by their equivalents (§33., Theorem 14, in
[KLEENE, 1952]; all closures of formulae provable by such logical derivations are also provable in the WPC of
the closed logic. (However, the formula *80. loses its holding unless the range of its variable, x, is supposed to
contain a member; or else, the (closure of) *80 can be accepted as the axiom of the WPC which expresses that
the range has a member. The renaming formula — i.e. the (closure of) *73, *74 in [KLEENE, 1952], §33, are not
provable in the WPC.)
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1.
Proof of (Imp0) where A denotes any closed formula in LAri:
1 . A  É ( A  É A ) ( I m p 1 ) ,
2 . A  É ( ( A  É A )  É A ) ( I m p 1 ) ,
3 . 2 .  É ( 1 .  É 5 . ) ( I m p 2 ) ,
4 . 1 .  É 5 . ( 2 . , 3 . ; M P ) ,
5 . A  É A ( 1 . ,  4 . : M P )
2.
Below are collected the derived rules of inference together with the proof-number of the formula(e) at which it
occurs. Chain inference 1.
(ch.in.): A É  B,        B É C
A É C
a) A É B;  b)  B  É C .
1. b) É 2. (Imp1),
2. A É (B  É C) (b), 1.; MP),
3. 2.  É 4. (Imp2),
4. a)  É 5. (2., 3.; MP),
5. A É C (a), 4.; MP).
Instances of ch.in.‘s conclusions occur at formulae 7.;15.; 21.; 27.; 33.; 41.; 51.; 57.; 70.; 90; 118.; 127.; 132.;
138.; 152.; 158.; 177.; 183.; 196.; 216.; 236.; 261.; 267.; 273.; 281.; 287.; 327.; 347.; 355.; 361; 367.; 376.; 384.;
390.; 401.; 406.  413.; 419.; 426.; 432.; 437.; 450.; 455.; 468.; 473.; 479; 485.; 491.; 507.; 512.; 518.; 524.; 530.;
539.; 548.; 570.; 585.; 606.; 630.; 641.; 646.; 652.; 658.; 667.; 673. and 679.
Chain inference 2.
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(ch.in.2) A É ( B  É C)         B
A É C
a): A  É ( B  É C);  b):  B.
1. B É ( A  É B) (Imp2),
2. A É B (b), 1.; MP),
3. a)  É 4. (Imp2),
4. 2.  É 5. (a), 3.;MP),
5. A É C (2., 4.; MP).
Instances of ch.in2‘s conclusions occur at formulae 168.; 292.; 444; 462. and 501. and, additionally, in the deri-
vation of the scheme contrap., below.
Chain inference 3.
(ch.in. - fla2): (B  É C)  É  ( (A  É B)  É (A  É C));
1. (B  É C)  É  ( (A  É (B  É C)) (Imp1),
2. A É ( B  É C)  É  ( ( A  É B)  É ( B  É C)) (Imp2),
3.-7.(B  É C)  É  ( (A  É B)  É (A  É C)) (1., 2.; ch.in.).
Instance of ch.in.-fla2‘s conclusion occurs at formula 579.
Interchange of antecedent 1.
(Int-Ant): A É ( B  É C)
B É (A  É C
a) A  É ( B  É C)
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1. A É ( B  É C)  É  ( ( A  É B)  É ( B  É C)) (Imp2),
2. ( A  É B)  É ( B  É C) (Ia), 1.; MP),
3. B É ( A  É B) (Imp1),
4.- 8. B É ( A  É C) (3., 2.; ch.in.).
Instances of (Int-Ant) occur at formula 65; 191; 322; 565.; 593.
Interchange of antecedent 2.
(int-ant): (A  É (B  É C))  É (B  É (A  É C )))
1. B É ( A  É B) (Imp1),
2. A É ( B  É C)  É  ( ( A  É B)  É ( B  É C)) (Imp2),
3. ((A  É B)  É (A  É C ))  É B)  É ((A  É B)  É (A  É C )) (Imp1),
4. 3.  É 5. (Imp1),
5. 2. A É ( B  É C)  É 3. (3., 4.; MP),
6. 5.  É ( 2.  É 8.) (Imp2),
7. 2.  É 8. (5., 6.; MP),
8. (A  É (B  É C ))  É (B  É ((A  É B)  É (A  É C ))) (7., 2.; MP),
9. (B  É ((A  É B)  É (A  É C)))  É ((1.  É (B  É (A  É C ))) (Imp1),
10. 9.  É 11.  (Imp1),
11. ((A  É (B  É C))  É 9.  (9., 10,; MP),
12. 11.  É (8.  É 14.)  (Imp2),
13. 8.  É 14.  (11., 12,; MP),
14. (A  É (B  É C))  É (1.  É (B  É (A  É C ))) (8., 13; MP),
15. 1.  É 16.  (Imp1),
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16. (A  É (B  É C))  É 1. (1., 15; MP),
17. 14.  É (16.  É 19.) (Imp2),
18. 16.  É 19. (14., 17; MP),
19. (A  É (B  É C))  É (B  É (A  É C ))) (16., 18; MP) .
Contraposition1.
(Contrap):     A  É B
Ø B É Ø A
a)  A  É B
1.-7. (B  É f ) É  ( (A  É B)  É (A  É f )) (ch.in.-fla2),
8.-12. (B  É f ) É (A  É f ) (7., a); ch.in2),
12a. Ø B É Ø A (defØ ; 12.).
The rule Contrap is applied only with the conclusion 231.
Contraposition 2.
(contrap): A É B É (Ø B É Ø A)
a)  A  É B
1.-7. (B  É f ) É  ( (A  É B)  É (A  É f )) (ch.in.-fla2),
8.-12. (B  É f ) É (A  É f ) (7., a); ch.in2),
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12a. Ø B É (A  É f ) [Def¬; 12.]
12b. Ø B É Ø A [Def¬; 12a.] .
and
1.-7. (B  É f ) É  ( (A  É B)  É (A  É f )) (ch.in.-fla2),
8.-15. (A  É B)  É ((B  É f ) É (A  É f ) (7.; Int-Ant),
15a. (A  É B)  É (Ø B É (A  É f ) [Def¬; 15.],
15a. (A  É B)  É (Ø B É Ø A) [Def¬; 15a.] .
Instances of contrap‘s conclusions occur at formulae 85.; 211.; 231.and 342..
~-elimination (modus tollens ponens).
(Mtp2): A ~ B,     Ø A
———————
B
The rule of Modus tollendo ponens has two forms. The formulae 113., 256. and 313. are the conclusions of the
rule
(Mtp2): A ~ B————
Ø A É B
which has the following derivation:
1. f É B (Imp3),
2. 1.  É 3. (Imp1),
3. A É (f É B) (1., 2.; MP),
4.. 3.  É 5. (Imp2),
5. (A  É f É (A  É B) (3., 4.; MP),
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5a. Ø A É (A  É B) [Def¬; 5.],
6.-13. (A  É (Ø A É B) (5a.; Int-Ant),
14. B É (Ø A É B) (Imp1),
15.. 13.  É (14.  É 17.) (Con3),
16.. 14.  É 17. (13., 15.; MP),
17. 13. & 14. (14., 16.; MP),
18. 17.  É 19. (Dis3),
19. A ~ B É (Ø A É B) (17., 18.; MP),
20. Ø A É B (a., 19.; MP) .
(The other form of Mtp is 
(Mtp1): A ~ B,     Ø A———————
B
and it is, so far, not used here. Its derivation has 17 lines:
a) A ~ B; b)Ø A
1.-5a. Ø A É (A  É B) (as in Mtp2),
6. A É B ( b), 5a.; MP),
7.-11. B É B (Imp0),
12.. 6.  É (11.  É 14.) (Con3),
13.. 11.  É 14. (6., 12.; MP),
14. 6. & 11. (11., 13.; MP),
83
15. 14.  É 17. (Dis3),
16. A ~ B É B) (14., 15.; MP),
17. B ( a), 16.; MP) . )
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We supply, below, comments for each axiom justification marked […], above. We use the notation [ ]i to refer
to the i th formula to which the axiom justification is attached.
[ ]42;     sg (r) = 0  Ú sg (r) = 1  is presupposed as an axiom,
[ ]44;     r · 0 =  0  is presupposed as an axiom,
[ ]120;    r · 1 =  r  is presupposed as an axiom,
[ ]143;    sg
– (r) = 0  Ú sg– (r) = 1  is presupposed as an axiom,
[ ]145;    as  [ ]44 ,
[ ]170;    as [ ]44 ,
[ ]262;    sg
– (msd(r, s)) = 1  É r = s  is presupposed as an axiom,
[ ]274;    as  [ ]120,
[ ]293;    as  [ ]143,
[ ]356;    as  [ ]262,
[ ]377;    as [ ]120 ,
[ ]420 ; —  from the definitions of axAri, b 1 and cfor,
[ ]421; — from the definitions of cfor and l ,
[ ]427; — from the definition of l .
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C2.    We remind the reader that we are working in the open Ari although we have provided no alternative nota-
tions for this fragment of Ari. With this reminder out of the way we proceed with a presentation of the open Ari
proof of the mp-induction schema.
Remark. Formula 57. is a schema for Ari’s course-of-values induction and provable, in Ari, from the ordinary
induction schema (cf. [Kleene, 1951], §40) which, for now, we leave postulated. Notice that assumption d.,
below, coincides with the first antecedent of the course-of-values induction formula (formula 162b. in [Kleene,
1952], §40). The schema of mp-induction is the formula
mp-ind ; " µ (Ant1
b1(µ) É C(µ)) É
(" µ (Ant2
b1(µ) É (C((µ)1) É (C((µ)2) É C(µ)))  É
(b 1(µ) = 0  É C(µ))),
The instance of mp-induction at formula 631., above, uses the formula  F(µ)0 for  C(µ).
Proof:
Assume:
a. " µ (Ant1
b1(µ) É C(µ)) ,
b. " µ (Ant2
b1(µ) É (C((µ)1) É (C((µ)2) É C(µ)))),
c. b 1(µ) = 0
and
d. " l (l < µ É (b 1(l ) = 0  É C(l )))
Then (in open Ari);
1. " µ (Ant3
b1(µ) É b 1(µ) = 1) (df b 13 ),
2. 1.  É 3. (WBA" ) ,
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3. Ant3
b1(µ) É b 1(µ) = 1 (1., 2.; MP),
4. (b 1(µ) = 0  É (b 1(µ) = 1  É 0 = 1) (LEA1=),
5. b 1(µ) = 1  É 0 = 1 (c., 4.; MP),
5a. b 1(µ) = 1  É f [deff ; 5. ],
6.-10. Ant3
b1(µ) É f (3., 5a.; ch.in.).
10a. ¬  (Ant1
b1(µ) Ú Ant2b1(µ))  É f [defAnt3b 1; 10.],
10b. ¬  ¬ (Ant1
b1(µ) Ú Ant2b1(µ)) [def ¬],
11. 10b. É 12. (DNE),
12. Ant1
b1(µ) Ú Ant2b1(µ) (10b., 11.; MP),
13. a. É 14. (WBA" ),
14. Ant1
b1(µ) É C(µ) (a., 13.; MP),
15. µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0 & b 1((µ)2) = 0  É
b 1((µ)2) = 0 (Con 2),
15a. Ant2
b1(µ) É b 1((µ)2) = 0 [defAnt2b 1; 15.],
16. µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0 & b 1((µ)2) = 0  É
µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0 (Con 1),
16a. Ant2
b1(µ) É µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0 [defAnt2b 1; 16.],
17. µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0 & b 1((µ)1) = 0  É b 1((µ)1) = 0 (Con 2),
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18.-22. Ant2
b1(µ) É b 1((µ)1) = 0 (16a., 17.; ch.in.),
23. µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  &  b 1((µ)1) = 0  É
µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0 (Con 1),
24.-28. Ant2
b1(µ)  É µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0 (16a., 23.; ch. in.),
29. µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  É µ = mp((µ)1, (µ)2) (Con 1),
30.-34. Ant2
b1(µ) É µ = mp((µ)1, (µ)2) (28., 29.; ch.in.),
35. µ = mp((µ)1, (µ)2)  &  ¬ µ = 0  É ¬ µ = 0 (Con 2),
36.-40. Ant2
b1(µ) É ¬ µ = 0 (28., 35; ch.in.),
41. " µ (¬ µ = 0  É (µ )1 < µ) […],
42. " µ (¬ µ = 0  É (µ )2 < µ) […],
43. 41.  É 44. (WBA" ) ,
44. ¬ µ = 0  É (µ )1 < µ (41., 43.; MP),
45.-49. Ant2
b1(µ) É (µ )1 < µ (40., 44; ch.in),
50. 42.  É 51. (WBA" ) ,
51. ¬ µ = 0  É (µ )2 < µ (42., 50.; MP),
52.-56. Ant2
b1(µ) É (µ )2 < µ (40., 51.; ch.in),
57. " µ ( " l (l < µ É (b 1(l ) = 0  É C(l )))  É (b 1(µ) = 0  É C(µ))) É
" µ (b 1(µ) = 0  É C(µ)) (course-of-values 
induction),
58. " µ (b 1(µ) = 0  É C(µ))  É (b 1(µ) = 0  É C(µ)) (WBA" ) ,
90
59.-63. " µ ( " l (l < µ É (b 1(l ) = 0  É C(l )))  É (b 1(µ) = 0  É C(µ))) É
(b 1(µ) = 0  É C(µ)) (57., 58.; ch.in.),
l ® (µ )1 ú 6 4 . d. É 65. (SBA" ) ,
65. (µ )1 < µ É  ( b 1((µ )1) = 0  É C((µ)1) (d., 64.; MP),
l ® (µ)2 ú 6 6 . d. É 67. (SBA " ) ,
67. (µ)2 < µ É  ( b 1((µ )2) = 0  É C((µ)2) (d., 66.; MP),
68.-72. Ant2
b1(µ) É  ( b 1((µ )1) = 0  É C((µ)1)) (49., 65.; ch.in.),
73. 72. É  ( 22. É 75.) (Imp 2),
74. 22. É 75. (72., 73; MP),
75. Ant2
b1(µ) É C((µ)1) (22., 74; MP),
76.-80. Ant2
b1(µ) É  ( b 1((µ )2) = 0  É C((µ)2) (56., 67.; ch.in.),
81. 80. É  ( 15a. É 83.) (Imp 2),
82. 15a. É 83. (80., 81.; MP),
83. Ant2
b1(µ) É C((µ)2) (15a., 82; MP),
84. b. É 85. (WBA" ) ,
85. Ant2
b1(µ) É (C((µ)1) É  ( C((µ)2) É C(µ))) (b., 84.; MP),
86. 85. É  ( 75. É 88.) (Imp 2),
87. 75. É 88. (85., 86.; MP),
88. Ant2
b1(µ) É  ( C((µ)2) É C(µ)) (75., 87.; MP),
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89. 88. É  ( 83. É 91.) (Imp 2),
90. 83. É 91. (88., 89; MP),
91. Ant2
b1(µ) É C(µ) (83., 90; MP),
92. 14. É  ( 91. É 94.) (Con 3),
93. 91. É 94. (14., 92.; MP),
94. 14.  &  91. (91., 93.; MP),
95. 94. É  ( 12. É 97.) (Dis 3),
96. 12. É 97. (94., 95; MP),
97. C(µ) (12., 96.; MP),
and the discharging of c. gives
c1. b 1(µ) = 0 É C(µ) (1.-97.; c. discharged);
the discharging of d. followed by  Gen give
g1. " l (l < µ É (b 1(l ) = 0  É C(l )))  É (b 1(µ) = 0  É C(µ)) (c1.; d. discharged),
g2. " µ ( " l (l < µ É (b 1(l ) = 0  É C(l )))  É (b 1(µ) = 0  É C(µ))) (g1.; Gen)
That is, the antecedent, g2., of the implication 63. is, deducible, in Ari, from the closed assumptions a., b.,
Therefore, from these assumptions also the consequent
f1. b 1(µ) = 0 É C(µ)
of 63. can be deduced in the open Ari, and the discharging of the assumptions b., a. (in this order) gives the open
Ari-proof of the mp-ind. formula (End of proof).
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In this Appendix we shall indicate how to Ari-prove the schema
(t-ax): axAri ( E)  =  0  É E.
In the proof, 1.-61., below, there occur explicitly only three non-logical axioms, viz. formulae 1., 17., and 26.,
while implicitly there occurs only those non-logical axioms which occur along the branches br 46. and br 51. gro-
wing from the formulae 46. and 51., respectively. In the case of br 46. it consists of the elementary calculation
of ex with the arguments 2 and E where the notation E refers to the notion of En-N-generator explained in
FOOTNOTE A. This case is covered as a special case of Lemma 1 of Appendix D2 and this lemma is cited in the
proof comment as the justification for formula 46.. In the case of br 51. it consists of a proof of the numeroidal
reflection principle (nrp) which uses the p.r. character of b and the formula
b calcb : "g" d (b (calcb (g ,d ),n *b ( l, m ) = r (g ,d ,b ( g ,d ))) = 0
provides the Ari-provability of the implication
b (v [2 E], E)  =  1  É b (calcb (2 E], E),n *b (l, m ) = 1(2 E], E)) = 0
which is required for the proof of this nrp. This case is covered as a special case of Lemma 2 of Appendix D2.
Inspection of this special case shows that it is free of any Kleene notations and, hence, can be given in Ari. In
order to draw attention to this distinction this special case of Lemma 2 shall, for the time being, be labeled as
Lemma 2* in the justification of formula 51., below.
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1. (2 E)0 = E (Ga0),
2. 1.  É 3. (Sym=),
3.
E =  (2
E)0 (1., 2; MP),
4. 3.  É 5. (LEA-rp),
5. 2 E =  2(2
E)0 (3., 4; MP),
6. 3.  É 7. (LEA-rp),
7. axAri ( E)  =   axAri ((2
E)0) (3., 6.; MP),
8. 7.  É 9. (LEA1
= ),
9. axAri ( E)   =  0  É axAri ((2
E)0)  = 0 (7., 8.; MP),
10. 5.  É 11 . (Con3),
(2 E)0
11. axAri ((2 E)0)  =  0 É 2
E =  2 &  axAri ((2 E)0 ) = 0 (5., 10; MP),
12. 11.  É 13 . (Imp1),
13. axAri ( E)  =  0  É 11. (11., 12.; MP),
14. 13.  É  (9 . É 16 .) (Imp2),
15. 9.  É 16. (13., 14.; MP),
(2 E)0
16. axAri ( E)  =  0  É 2
E =  2 &   axAri ((2
E)0 ) = 0 (9., 15; MP),
16a. axAri ( E) =  0  É Ant1
b
1(2 E) [DefAnt1
b1; 75.],
17. "g ( Ant1
b 1(g ) É b 1(g ) = 0) (df
b 1
1 ),
g  ® 2 E ¢ 18. 17.   É 19. (SBA " ),
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19. Ant1
b
1(2 E) É b 1(2 E) = 0 (17., 18; MP),
20. b 1(2 E) = 0 É (1.  É b 1(2 E) = 0  &  2 E = E ) (Con3),
21. 11.  É 22. (Imp1),
22. b 1(2 E) = 0 É 11. (11., 21.; MP),
23. 20.  É  ( 22.  É 25.) (Imp2),
24. 22.  É 25. (20., 23.; MP),
25. b 1(2 E) = 0 É b 1(2 E) = 0  &  2 E = E ) (22., 24.; MP),
26. "g" d ( b 1(g )  =  0  &  (g )0 = d É b (g ,d )  =  0) (defb2 :),
g  ® 2 E ¢ 27. 26.   É 28. (SBA" ),
28. "d (b 1(2 E) = 0  &  (2 E)0 = d É b (2 E,d )  =  0) (26., 27; MP),
d  ® E ¢ 29. 28.   É 30. (SBA " ),
30. b 1(2 E) = 0  &  (2 E)0 = E É b (2 E, E )  =  0 (28., 29; MP),
31. 30.  É 32. (Imp1),
32. b 1(2 E) = 0 É 30. (30., 31.; MP),
33. 32.  É  ( 25.  É 35.) (Imp2),
34. 25.  É 35. (32., 33.; MP),
35. b 1(2 E) = 0 É b (2 E, E )  =  0 (25., 34; MP),
36. 35.  É 37. (Imp1),
37. Ant1
b
1(2 E) É 35. (35., 36.; MP),
38. 37.  É (19.  É 40.) (Imp2),
39. 19.  É 40. (37., 38; MP),
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40. Ant1
b
1(2 E) É b (2 E, E )  =  0 (19., 39; MP),
41. 40.  É 42. (Imp1),
42. axAri ( E)  =  0 É 40.
(40., 41.; MP),
43. 42.  É (16a.  É 45.) (Imp2),
44. 16a.  É 45. (42., 43: MP),
45. axAri ( E)  =  0  É b (2 E, E )  =  0 (16a., 44.; MP),
46. (v 2)v E = v [2 E] (Lemma 1),
46a. v 2v E = v [2 E] (v 2 is 2: 46),
46b. v 2v E = v [2 E] ( E is v E: 46a.),
47. 46b..  É 48. (LEA-rp),
48. b (2 E, E )  =  b (v [2 E, E ]) (46b., 47.: MP),
49. 48.  É 50. (LEA=1),
50. b (2 E, E )  =  0 É b (v [2 E, E ])  =  0 (48., 49.: MP),
51. b (v [2 E], E)  =  0  É E (Lemma 2*),
52. 51.  É 53. (Imp1),
53. b (2 E, E )  =  0 É 51. (51., 52: MP),
54. 53.  É (50.  É 56.) (Imp2),
55. 50.  É 56. (53., 54.: MP),
56. b (2 E, E )  =  0 É E (50., 55: MP),
57. 56.  É 58. (Imp1),
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58. axAri ( E)  =  0  É 56. (56., 57.: MP),
59. 58.  É (45.  É 61.) (Imp2),
60 45.  É 61. (58., 59.: MP),
61. axAri ( E)  =  0  É E (56., 57.: MP).
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In order to eliminate T-Ax as an axiom we give a sketch of its consequence, formula 7. which shall depend
on two lemmas. Lemma 1 is a form of Gödel‘s Theorem V. in [GÖDEL, 1931] while Lemma 2 shall be a form of
the proof-truth implication restricted to Arin ‘s axioms and quite unproblematic.
Although neither of these two lemmas pose any proof theoretical problem as such, their full proofs cannot be
located in the published litterature and, thus cannot simply be refered to. A reason for their absence in the litte-
rature is probably a function of the lengths of their (full) proofs each of which exceeds the length of more than
700 hundred lines. Therefore, it has been decided that these proofs will be more conveniently given as Part II of
the present paper.
However, as only a special case for each of the two lemmas is needed for the proof of this Appendix, we
shall refrain from formulating them in the full generality.
LEMMA 1. For any arguments of the function  ex(_, _)  there exists a proof, Calcex, in Ari, the root of which is
the equality  ex(v _,v _) = v ex(_, _) . In particular, for the arguments 2, F(µ)0 of  ex(
_, _) there exists a proof
Calcex(2, F(µ)0
).
PROOF. See Part II of this paper.
Remark. This lemma is needed for formula 110., below. (See Footnote A for the notations  ex  and  F(µ)
0
).
LEMMA 2. .The formula b (v [2 F(µ)
0
], vF(µ)0
)  =  0  É F(µ)0 is Ari
n - provable as an instance of a proof-sche-
ma applicable to Ari n - proofs of the proof-truth implication  b (µ, vF(µ)0 )  =  0  É F(µ)0 .
PROOF. See Part II of this paper.
Remark. Observe that the validity of the formulation of this lemma is restricted to the condition
ax
Ari
( F(µ)
0
) = 0.  É F(µ)0
=v F(µ)0
The lemma is needed for formula 115., below. (See Footnote A for the notation  F(µ)
0
)
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1. µ = 2
(µ)0 & axAri ((µ)0) = 0  É axAri ((µ)0) = 0 (Con2),
1a. Ant1
b 1(µ) É axAri ((µ)0) = 0 [DefAnt1b1; 1],
2. "g( axAri (g ) = 0  É cfor(g ) = 0) […],
g  ®  (µ)0 ¢ 3. 2.   É 4. (SBA " ),
4. axAri ((µ)0) = 0  É cfor((µ)0) = 0 (2., 3.; MP),
5. 4.   É 6. (Imp1),
6. Ant1
b 1(µ) É 4. (4., 5.; MP),
7. 6.  É (1a.  É 9.) (Imp2),
8. 1a.  É 9. (6., 7.; MP),
9. Ant1
b 1(µ) É cfor((µ)0) = 0 (1a., 8; MP),
10. "g( cfor(g ) = 0  É fl(g ) = g) (def fl
1
),
g  ®  (µ)0 ¢ 11. 10.   É 12. (SBA " ),
12. cfor((µ)0) = 0  É fl((µ)0)  =  (µ)0 (10., 11.; MP),
13. 12.   É 14. (Imp1),
14. Ant1
b 1(µ) É 12. (12., 13.; MP),
15. 14.  É (9.  É 17.) (Imp2),
16. 9.  É 17. (14., 15; MP),
17. Ant1
b 1(µ) É fl((µ)0)  =  (µ)0 (9., 16.; MP),
18. fl((µ)0)  =  (µ)0 É Ffl((µ)0)
= F(µ)0
(LEAn2),
19. 18.   É 20. (Imp1),
20. Ant1
b 1(µ) É 18. (18., 19.; MP),
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21. 20.  É (17.  É 23.) (Imp2),
22.. 17.  É 23. (20., 21; MP),
23.. Ant1
b 1(µ) É Ffl((µ)0) = F(µ)0 (17., 22.; MP),
24. fl((µ)0)  =  fl((µ)0) (Ref),
24a.   Ffl((µ)0 )
=   fl((µ)0) [DefvFfl((µ)0)
],
25. Ffl((µ)0)
= F(µ)0
É (24a.  É F(µ)0
=  fl((µ)0)) (LEA1
= ),
26. 25.   É 27. (Imp1),
27. Ant1
b 1(µ) É 25. (25., 26; MP),
28. . 27.  É (23.  É 30.) (Imp2),
29. 23.  É 30. (27., 28; MP),
30. Ant1
b 1(µ) É (24a.  É F(µ)0 =  fl((µ)0)) (23., 29; MP),
31. 24a..  É 32 (Imp1),
32.. Ant1
b 1(µ) É 24a. (24a., 31; MP),
33.. 30.  É (32.  É 35.) (Imp2),
34. 32.  É 35. (30, 33; MP),
35.. Ant1
b 1(µ) É F(µ)0 =  fl((µ)0)) (23., 29; MP),
36. fl((µ)0)  =  (µ)0 É ( F(µ)0
=  fl((µ)0) É F(µ)0
=  (µ)0) (LEA2
= ),
37.. 36.  É 38. (Imp1),
38.. Ant1
b 1(µ) É 36. (36., 37.; MP),
39.. 38.  É (17.  É 41.) (Imp2),
40.  17.  É 41. (38, 39; MP),
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41. Ant1
b 1(µ) É ( F(µ)0 =  fl((µ)0) É F(µ)0 =  (µ)0) (17., 40; MP),
42.. 41.  É (35.  É 44.) (Imp2),
43.  35.  É 44. (41, 42; MP),
44.. Ant1
b 1(µ) É F(µ)0 =  (µ)0 (35., 43; MP),
45.. F(µ)0
=  (µ)0 É axAri ( F(µ)0
)  = axAri ((µ)0) (LEA-rp),
46. 45.  É 47. (Imp1),
47. Ant1
b 1(µ) É 45. (45., 46; MP),
48. 47.  É (44.  É 50.) (Imp2),
49. 44.  É 50. (47., 48; MP),
50. Ant1
b 1(µ) É axAri ( F(µ)0)  = axAri ((µ)0) (44., 49; MP),
51. axAri ((µ)0)  =  0  É (axAri ( F(µ)0
)  = axAri ((µ)0) É axAri ( F(µ)0
)  =  0) (LEA2
= ),
52. 51.  É 53. (Imp1),
53. Ant1
b 1(µ) É 51. (51., 52; MP),
54. 53.  É (1a.  É 56.) (Imp2),
55. 1a.  É 56. (53., 54; MP),
56. Ant1
b 1(µ) É (axAri ( F(µ)0)  = axAri ((µ)0) É axAri ( F(µ)0)  =  0) (1a., 55.; MP),
57. 56.  É (50.  É 59.) (Imp2),
58. 50.  É 59. (56., 57; MP),
59. Ant1
b 1(µ) É axAri ( F(µ)0)  =  0 (50., 58; MP),
60. (2 F(µ)0)0 = F(µ)0
(Ga0),
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61. 60.  É 62. (Sym=),
62. F(µ)0
=  (2 F(µ)0)0 (60., 61; MP),
63. 62.  É 64. (LEA-rp),
64. 2 F(µ)
0
=  2(2 F(µ)0
)0 (62., 63; MP),
65. 62.  É 66. (LEA-rp),
66. axAri ( F(µ)
0
)  =   axAri ((2
F(µ)
0)0) (62., 65.; MP),
67. 60.  É 62. (LEA1
= ),
68. axAri ( F(µ)
0
)   =  0  É axAri ((2
F(µ)
0)0)  = 0 (66., 67.; MP),
69. 68.  É 70. (Imp1),
70. Ant1
b 1(µ) É 68. (68., 69; MP),
71. 70.  É (59.  É 73.) (Imp2),
72. 59.  É 73. (70., 71; MP),
73. Ant1
b
1(µ) É axAri ((2
vF(µ)
0)0)  =  0 (59., 72.; MP),
74. 64.  É 75. (Con3),
(2 F(µ)0)075. axAri ((2 F(µ)
0
)0)  =0 É 2
F(µ)
0
=  2 &  axAri ((2 F(µ)0)0 ) = 0     (64., 74; MP),
75a. axAri ((2 F(µ)0)0) =  0  É Ant1
b
1 (2 F(µ)0) [DefAnt1
b1; 75.],
76. 75a.  É 77. (Imp1),
77. Ant1
b
1(µ) É 75a. (75a., 76.; MP),
78. 77.  É (73.  É 80.) (Imp2),
79. 73.  É 80. (77., 78; MP),
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80. Ant1
b
1(µ) É Ant1
b
1 (2 F(µ)0) (73., 79.; MP),
81. "g ( Ant1
b 1(g ) É b 1(g ) = 0) (df
b 1
1 ),
g  ® 2 F(µ)0 ¢ 82. 81.   É 83. (SBA " ),
83. Ant1
b
1(2 F(µ)0) É b 1(2 F(µ)0) = 0 (81., 82; MP),
84. 83.  É 85. (Imp1),
85. Ant1
b
1(µ) É 83. (83., 84.; MP),
86. 85.  É  ( 80.  É 88.) (Imp2),
87. 80.  É 88. (85., 86.; MP),
88. Ant1
b
1(µ) É b 1(2 F(µ)0) = 0 (80., 87; MP),
89. "g" d ( b 1(g )  =  0  &  ( g )0 = d É b (g ,d )  =  0) (defb2 :),
g  ® 2 F(µ)0 ¢ 90. 89.   É 91. (SBA " ), ,
91. "d (b 1(2 F(µ)0) = 0  &  (2 F(µ)0)0 = d É b (2 F(µ)0,d )  =  0) (89., 90; MP),
d  ® F(µ)0
¢ 92. 91.   É 93. (SBA " ),
93. b 1(2 F(µ)0) = 0  &  (2 F(µ)0)0 = F(µ)0 É b (2
F(µ)0, F(µ)0
)  =  0 (91., 92; MP),
94. b 1(2 F(µ)0) = 0 É ((2 F(µ)0)0 = F(µ)0 É
b 1(2 F(µ)0) = 0  & (2 F(µ)0)0 = F(µ)0 ) (Con3),
95. 94.  É 96. (Imp1),
96. Ant1
b
1(µ) É 94. (94., 95.; MP),
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97. 96.  É  ( 88.  É 99.) (Imp2),
98. 88.  É 99. (96., 97.; MP),
99. Ant1
b
1(µ) É ((2 F(µ)0)0 = F(µ)0
É
b 1(2 F(µ)0) = 0  &  (2 F(µ)0)0 = F(µ)0 ) (88., 98.; MP),
100. 60.  É 101. (Imp1),
101. Ant1
b
1(µ) É (2 F(µ)0)0 = F(µ)0
(60., 100.; MP),
102. 99.  É  ( 101.  É 104..) (Imp2),
103. 101.  É 104. (99., 102.; MP),
104. Ant1
b
1(µ) É b 1(2 F(µ)0) = 0  &  (2 F(µ)0)0 = F(µ)0 (101., 103.; MP),
105. 93.  É 106. (Imp1),
106. Ant1
b
1(µ) É 93. (93., 105.; MP),
107. 106.  É  ( 104.  É 109..) (Imp2),
108. 104.  É 109. (106., 107.; MP),
109. Ant1
b
1(µ) É b (2 F(µ)0, F(µ)0 )  =  0 (104., 108.; MP),
109a. Ant1
b
1(µ) É b (2v F(µ)0, F(µ)0 )  =  0 ( F(µ)0 isv F(µ)0;109.),
109b. Ant1
b
1(µ) É b ([v 2]v F(µ)0, F(µ)0 )  =  0 (v 2  is  2; 109a.),
110. [v 2]v F(µ)0 = v [2 F(µ)0] (Lemma 1),
111. 110. É 112. (LEA¨rp),
112. b ([v 2]v F(µ)0, F(µ)0 )  =  b ([v [2 F(µ)0], F(µ)0 ) (110., 111.; MP),
113. 112. É 113. (LEA1
= ),
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114. b ([v 2]v F(µ)0, F(µ)0 )  =  0  É b (v [2 F(µ)0], F(µ)0 )  =  0 (112., 113.; MP),
115. b (v [2 F(µ)0], F(µ)0 )  =  0  É F(µ)0 (Lemma 2),
116. 115.  É 117. (Imp1),
117. b ([v 2]v F(µ)0, F(µ)0 )  =  0  É 115. (115., 116.; MP),
118. 117.  É  ( 114.  É 120..) (Imp2),
119. 114.  É 120. (117., 118.; MP),
120. b ([v 2]v F(µ)0, F(µ)0 )  =  0  É F(µ)0 . (114., 119.; MP),
121. 120.  É 122. (Imp1),
122. Ant1
b
1(µ) É 120. (120., 121.; MP),
123. 122.  É  ( 109b.  É 125..) (Imp2),
124. 109b.  É 125. (122., 123.; MP),
125. Ant1
b
1(µ) É F(µ)0 (109b., 124.; MP).
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